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Dinamica de aplicaciones homogéneas.

Resumen

El objetivo de esta tesis es contribuir a la teoria de los sistemas dindmicos inducidos por
una funcién homogénea en espacios de dimensién infinita. Una aplicacién S : X — X se dice
hiperciclica si existe una érbita densa en el espacio. Es sabido que ningtin espacio de Banach
admite un polinomio homogéneo hiperciclico. Por otro lado se sabe que algunos espacios de
Fréchet admiten polinomios homogéneos hiperciclicos.

Introducimos una nocién de conjunto de Julia asociado a un polinomio homogéneo en un
espacio de Banach. De las propiedades elementales de dicho conjunto concluimos que toda érbita
es nunca densa. Mostramos diversos ejemplos de polinomios homogéneos que son hiperciclicos
restringidos a su conjunto de Julia. En particular probamos que todo espacio de Banach, separable
y de dimensién infinita admite un polinomio homogéneo distribucionalmente cadtico. Probamos
que el polinomio €] - B es débil hiperciclico, §-hiperciclico y I'-superciclico para todo I' € C no
acotado y tal que 0 es punto de acumulacion de I'. Mas aun estas propiedades son realizadas por
la misma o6rbita. Cabe destacar que ningin espacio de Banach admite un polinomio homogéneo
hiperciclico. Generalizamos la construccion a espacios de Banach arbitrarios.

Exhibimos el primer ejemplo de un polinomio homogéneo hiperciclico en H(C), que es una
fuente histérica de ejemplos de operadores hiperciclicos. Probamos que el polinomio f — f(0)f(-+
1) es mixing, cadtico y frecuentemente hiperciclico. Por otro lado mostramos que el polinomio
f — f(0)f" no es hiperciclico.

Respondemos una pregunta de Bés y Conejero encontrando operadores bilineales hiperciclicos
sin vectores hiperciclicos densos en X x X --- X. Mds atn, exhibimos el primer operador bilineal
hiperciclico en un espacio de Banach y probamos que todo espacio de Banach de dimensién infi-
nita y separable admite un operador bilineal hiperciclico. Respondemos una pregunta de Grosse
Erdmann-Kim probando que todo espacio de Banach, separable y de dimension infinita admite
un operador bilineal simétrico bihiperciclico.

Estudiamos F-hiperciclicidad para dos familias de ntimeros naturales relacionadas con la
existencia de progresiones aritméticas arbitrariamente grandes. Introducimos las nociones de AP
hiperciclicidad y AP,-hiperciclicidad para operadores lineales. Mostramos que la nocién de AP-
hiperciclididad es equivalente a que el operador sea hiperciclico y multiple recurrente. Proponemos
un criterio simple de AP-hiperciclicidad que es implicado por el criterio fuerte de Kitai. Exhibimos
un ejemplo de un operador que es AP-hiperciclico y no weakly mixing. Respondemos una pregunta
de Costakis-Parisis probando que todo espacio de Banach admite un operador AP-hiperciclico.

Probamos que para operadores w*-w* continuos las nociones de APs-hiperciclicidad, conjun-
tos periddicos densos y caoticidad son equivalentes, respondiendo parcialmente una pregunta de
Bonilla-Grosse Erdmann. Probamos que para backwardshifts las nociones de ser hiperciclico con
conjuntos periédicos densos y cads son equivalentes. Mostramos un ejemplo de un backwards-
hift en ¢y que es AP,-hiperciclico pero no caético. Finalmente probamos que el espectro de los

operadores AP,-hiperciclicos es perfecto.
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Dynamics of homogeneous mappings
Abstract

The aim of this thesis is to contribute to the theory of dynamical systems induced by a homoge-
neous mapping acting on an infinite dimensional space. A map S : X — X is called hypercyclic
provided that there is a dense orbit in the space. It is well known that there are no hypercyclic
homogeneous polynomials on Banach spaces. On the other hand some non normable Fréchet
spaces are known to support hypercyclic homogeneous polynomials.

We introduce the notion of Julia set associated to a homogeneous polynomial acting on
a Banach space. From its basic properties we deduce that every orbit is nowhere dense. We
give several examples of homogeneous polynomials being hypercyclic restricted to its Julia set.
In particular we prove that every separable and infinite dimensional Banach space supports a
distributionally chaotic homogeneous polynomial. We prove that the homogeneous polynomial
e} B on {, is weakly hypercyclic, d-hypercyclic and I'-supercyclic for every I' € C such that I' is
either unbounded or such that 0 is an accumulation point of I". Moreover these properties are
achieved by the same orbit. It is worth noticing that no homogeneous polynomial on a Banach
space is hypercyclic. We generalize the construction to arbtrary infinite dimensional and separable
Banach spaces.

We exhibit the first example of a hypercyclic homogeneous polynomial on H(C), which is a
historic source of examples of hypercyclic operators. We prove that the polynomial f — f(0)-f(-+
1) is mixing chaotic and frequently hypercyclic. On the other hand we show that the polynomial
f — f(0)f" is not even hypercyclic.

We answer a question due to Bés and Conejero by finding examples of hypercyclic bilineal
operators without a dense set of hypercyclic vectors. Moreover, we exhibit the first example of
a hypercyclic bilineal operator on a Banach space. We generalize the construcion to arbitrary
and separable Banach spaces. We answer a question of Grosse-Erdmann and Kim by proving
that every separable and infinite dimensional Banach space supports a bihypercyclic symmetric
bilineal operator.

We study F-hypercyclicity for two families of natural numbers related to the existence of
arbitrary long arithmetic progressions. We introduce the notion of AP-hypercyclicity and APy-
hypercyclicity for lineal operators. We prove that the concept of AP-hypercyclicity is equivalent
to the operator being hypercyclic and multiple recurrent. We propose a simple criterion of AP-
hypercyclicity which is implied by the strong Kitai criterion. We exhibit an example of an AP-
hypercyclic operator which is weakly mixing. We answer a question of Costakis-Parisi by proving
that every infinite dimensional and separable Banach space supports an AP-hypercyclic operator.

We answer partially a question of Bonilla-Grosse Erdmann by proving that for w*-w* conti-
nuous operators the notions of AP,-hypercyclicity, hypercyclicity with dense small periodic sets
and chaocity are equivalent. We prove that for backwardshifts operators the concepts of having
dense small periodic sets and being chaotic are equivalent. On the other hand we show an exam-

ple of a non-chaotic backwardshift on ¢y that is AP,-hypercyclic. We study the spectrum of
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AP.-hypercyclic operators and prove that they are perfect.
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Introduccion

La dindmica lineal es una rama moderna del andlisis funcional que surgié en las ultimas
décadas. El interés general son las iteraciones de una aplicacién F' : X — X, donde X es un
espacio de Fréchet de dimensién infinita. Tal aplicacién se dice hiperciclica si existe z € X tal
que la érbita inducida por F', i.e. Orbp(z) := {F™(x) : n € N} es densa en X. La teorfa del Caos
Lineal es un area de investigacion activa que ha experimentado un gran desarrollo en el dltimo
cuarto de siglo. Una evidencia de la madurez alcanzada en el drea son los libros de texto [13] y
[58]. El primer ejemplo de un operador hiperciclico se remonta a Birkhoff [29], quien probd, en
otra terminologia, que el operador de traslacién 71 : f — f(- + 1) en el espacio de las funciones
enteras de una variable es hiperciclico. Luego, otros ejemplos aparecieron, como el operador de
diferenciacién (también llamado operador de Mac Lane) D : f — f’, también en H(C) [71] y el
operador de Rolewicz 2B : £, — ¢, [82] (donde B es el operador coshift). Sin embargo, el inicio del
estudio sistemético en el drea se debe principalmente a la tesis doctoral de Kitai [66] y al trabajo
de Godefroy y Shapiro [49]. No sélo exhibieron nuevas clases de operadores hiperciclicos, sino que
propusieron la nocién de caos de Devaney como la méas adecuada para operadores. Luego probaron
que los ejemplos clédsicos de Birkhoff, Mac Lane , y Rolewicz son cadticos. Ademas propusieron
versiones preliminares del criterio de hiperciclicidad, cuya versién moderna es la herramienta méas
efectiva para probar que un operador es hiperciclico.

Las nociones de caos en el sentido de Devaney e hiperciclicidad frecuente son al dia de hoy
las nociones de hiperciclicidad mas estudiadas. Recordemos que una aplicacién F' : X — X se
dice cadtica (en el sentido de Devaney) si es hiperciclica y el conjunto de puntos periédicos de
F,ie. {z : F"(z) = z para algtiin n} es denso en X. La motivacién para estudiar operadores
frecuentemente hiperciclicos proviene de la teoria ergédica. Una aplicaciéon F' se dice frecuen-
temente hiperciclica si existe un vector = tal que para todo conjunto abierto U, el conjunto

de recurrencia Np(z,U) := {n : F"(x) € U} tiene densidad inferior positiva. Esto es, que

lim inf,, #{K":kiNF @O}~ 0. Si F es ergédica para una medida p de soporte total, entonces
F es frecuentemente hiperciclica. Més atin el conjunto de vectores hiperciclicos es de medida uno.

Durante los tltimos anos se ha comenzado a estudiar a los operadores F-hiperciclicos. Dada
una familia (de Furstenberg) F de nimeros naturales, decimos que un operador 1" es F-hipercicli-
co si existe un vector x tal que para todo abierto no vacio U el conjunto de tiempos de visita
N(z,U) :={n:T"(x) e U} € F. Luego, si Frg y D denotan a las familias formadas por los con-

juntos no vacios y a los cojuntos con densidad inferior positiva respectivamente, un operador lineal
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es hiperciclico si y sélo si es F.g y es frecuentemente hiperciclico si y sélo si es D-hiperciclico.

Varias nociones de F-hiperciclicidad han sido estudiadas, tales como hiperciclicidad U-frecuente
[88], hiperciclicidad reiterativa [25] y més recientemente hiperciclicidad sindética a trozos [80].

A pesar de que la nocién de hiperciclicidad fue propuesta para operadores lineales, las mismas
nociones tienen sentido para operadores no lineales. En esta direccién, el primer resultado se debe
a Bernardes [21], quien prob6 que ningin polinomio homogéneo (no lineal) puede ser hiperciclico
en un espacio normado. De su prueba se puede deducir que, asociado a cada polinomio homogéneo,
existe una bola (en adelante la bola limite) que es invariante bajo la accién del polinomio. Mds
aun, toda érbita que entra en la bola limite tiende a 0.

En efecto, dado un polinomio m-homogéneo P y un vector x con |z| < HPHﬁ entonces x
cumple que

[P()] < [P|lz|™ < [P||P| ™% = |P| =

1 J— —
Si denotamos rp := |P|T-m entonces hemos probado que P(rpBx) € rpBx. Si x es ahora un
vector en rpBx entonces existe t > 1 tal que tx € rpBx y luego

|Pr(t)] _ v

gmt T gmn

[P ()] =

Probablemente esta sea la razén por la cual la dindmica de los polinomios no lineales, y en
particular, de los polinomios homogéneos, haya tenido un desarrollo mucho menor que el caso
lineal.

Sin embarbo, el comportamiento de una érbita inducida por un polinomio homogéneo puede
ser altamente no trivial y estd lejos de ser comprendido. Por ejemplo, en [4] Bernardes mostré

que si P € P(?/3) es el polinomio 2-homogéneo
P:(ay,a,a3,...) — (0,a},d3,...)

entonces existe un vector cuya érbita oscila entre infinito y la bola limite. También demostré
que todo espacio de Banach separable y de dimension infinita admite un polinomio homogéneo
superciclico, esto es, existe z € X tal que COrbp(z) es denso en X. Més recientemente, Peris,
Kim y Song [16, 17] probaron que todo espacio separable de Banach de dimensién mayor que
uno admite polinomios homogéneos numéricamente hiperciclicos. Esto quiere decir que existen
vectores x € Sx;z* € Sxx, x*(x) = 1, tal que su érbita numérica, NorbP(x; z*) := {z*(P"(x)) :
n € N} es densa en C.

Una de las principales herramientas y conceptos en sistemas dindmicos complejos (de dimen-
sién finita) es la del conjunto de Julia. Este es el conjunto que abarca la dindmica interesante de
una aplicacién holomorfa. Intentando imitar este espiritu, proponemos un concepto de conjunto
de Julia para polinomios homogéneos y estudiamos la dindmica que generan. Esto nos permite
demostrar que la dindmica de los polinomios homogéneos puede ser bastante complicada.

Por otro lado, los espacios de Fréchet no normables pueden admitir polinomios homogéneos
hiperciclicos. El primero en estudiar este problema fue Peris [77]. Naturalmente, el espacio donde

buscé el polinomio fue H(C), que es una fuente histérica de ejemplos. Desafortunadamente hubo
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un error irreparable en su prueba. Luego, el mismo autor, exhibi6 un ejemplo de polinomio
homogéneo hiperciclico en el espacio CN [78]. Més tarde, se presentaron otros ejemplos, en algunos
espacios de Kothe (incluyendo H (D)) [73] y en algunos espacios de funciones diferenciables sobre
la recta real [6].

El espacio H(C) ha sido una fuente histérica de operadores hiperciclicos y creemos que es
importante exhibir ejemplos concretos y naturales de polinomios homogéneos hiperciclicos en
H(C). Cabe mencionar que en la actualidad no se comprende cuales son los espacios de Fréchet
no normables que admiten polinomios homogéneos hiperciclicos. De hecho, el tinico argumento
conocido para demostrar que un espacio de Fréchet de dimensién infinita no admite un polinomio
homogéneo hiperciclico es la existencia de la bola limite en espacios normados.

En los ultimos anos hubo algunos intentos de extender la nociéon de érbita a operadores
multilineales. En este caso todavia no existe un consenso unédnime de la nocién mas adecua-
da de orbita inducida por un operador multilineal M : X x --- x X — X ya que no hay una
iteracion natural de un operador multilineal. La primera nocién de hiperciclicidad para los ope-
radores bilineales se debié a Grosse-Erdmann y Kim [56]. Dados vectores x,y € X definieron
inductivamente el enésimo estado inducido por z,y como los conjuntos M°(x,y) = {z,y} y
M"™(xz,y) = {M(x1,22) : 21,22 € u?;olMi(:U,y)}. Finalmente, la érbita inducida por z,y es la
unién de los estados. El operador bilineal M se llama bihiperciclico si existe alguna orbita sea

densa en X. Todavia hay una nocién de bola limite. Si ambos vectores z,y € \|T14HB x, entonces

1
1]

operadores bilineales hiperciclicos en cada espacio separable de Banach (incluso en el caso de

toda la 6rbita estd contenida en Bx. A pesar de esta restriccion, los autores lograron exhibir
dimensién finita). Sin embargo, no lograron que el operador bilineal sea simétrico y la siguiente
pregunta fue planteada en [56] ;Admite todo espacio de Banach de dimensién infinita y separable
un operador bilineal bihiperciclico simétrico?

La definicién de 6rbita para un operador multilineal no es candnica y hay otras interpreta-
ciones disponibles. Asi como el estado enésimo de un operador 1-lineal depende solo del paso
anterior (es decir, x,, = T'(x,—1)), podria ser deseable que el estado enésimo de un operador m-
multilineal dependa de los m pasos anteriores. Con esto en mente e inspirados en la teoria de las
ecuaciones en diferencias, Bes y Conejero [24] definieron inductivamente la érbita inducida por un
operador m-multilineal M con condiciones iniciales € _,41, ..., 2o como 1 = M (Z_pmi1,.-.,20),
Ty = M(T pmin, - Tn-1) Y Orby{z i1, 20} = Ups—_pma1{7n}- El operador multilineal se
dice hiperciclico siempre que alguna Orbita sea densa en el espacio. Dado que la érbita en el
sentido de Bes y Conejero estd contenida en la drbita en el sentido de Grosse Erdmann-Kim,
todo operador bilineal hiperciclico es bihiperciclico. De nuevo hay una nocién de bola limite: si
m-vectores consecutivos x,—1,...xo pertenecen a || M HﬁB x entonces toda la érbita pertenece
a | M HﬁB x v tiende a cero. En [24] Bes y Conejero exhibieron ejemplos de operadores multili-
neales hiperciclicos en algunos espacios Fréchet no normables y demostraron que todo espacio de
Fréchet infinito dimensional y separable admite un operador multilineal superciclico. Sin embar-
go, no encontrararon ejemplos de un operador hiperciclico multilineal en un espacio de Banach

ni un ejemplo de un operador hiperciclico multilineal cuyo conjunto de vectores hiperciclicos
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en X X X ---X no sea residual. Mostraremos que los vectores hiperciclicos no necesariamente
son densos y que todo espacio de Banach de dimensién infinita y separable admite operadores
multilineales hiperciclicos.

Contrariamente al caso homogéno los espacios de Banach si pueden admitir polinomios hi-
perciclicos (no homogéneos). Peris [79] noté esto por primera vez cuando demostré que el polino-
mio P : (an)n — ((a@nt1+1)2—1), es cadtico en £,. Luego se estudiaron otros ejemplos en [73]. En
[72] los autores demostraron que todo espacio complejo de Banach de dimensién infinita y sepa-
rable admite un polinomio hiperciclico. Més recientemente, Bernardes y Peris [22] exhibieron una
amplia clase de espacios de Banach que admiten operadores cadticos, frecuentemente hiperciclicos
y distribucionalmente cadticos. En particular, demostraron que todo espacio separable e infinito
dimensional, real o complejo, de Banach admite un polinomio hiperciclico.

La tesis esta dividida en dos partes. La primera parte (Capitulos v [4)) se dedica al estudio
de la dinamica de las aplicaciones no lineales homogéneas en espacios de dimensién infinita,
mientras que en la segunda parte (Capitulos/p| y @ estudiamos F-hiperciclicidad para dos familias
de ntimeros naturales relacionadas con la existencia de progresiones aritméticas arbitrariamente
largas en conexién con caos, y respondemos parcialmente una pregunta de Bonilla y Grosse-
Erdmann [33] sobre la caracterizacién de operadores cadticos en términos de F-hiperciclicidad.
Estos capitulos se pueden leer independientemente de los deméas. A continuacién, resumimos el
contenido de cada capitulo.

Capitulo [1; Dinamica de aplicaciones homogéneas lineales y no lineales. Este capitu-
lo es puramente expositorio e introduce las nociones y resultados que utilizaremos a lo largo de
toda la tesis. También presenta un resumen del estado del arte de la teoria de la dindamica inducida
por un polinomio en un espacio de dimension infinita.

Capitulo Orbitas de polinomios homogéneos en espacios de Banach. El capitulo
estd dedicado al estudio de érbitas de polinomios homogéneos en espacios de Banach. En par-
ticular, estamos interesados en explorar cuan grandes y complicadas son las érbitas que nunca
alcanzan la bola limite. Introducimos una nocién de conjunto de Julia asociada a cada polino-
mio homogéneo. De sus propiedades bésicas deducimos que toda érbita es nunca densa. Damos
diferentes ejemplos de polinomios homogéneos que son hiperciclicos restringidos a su conjunto
Julia. En particular, mostramos que el polinomio 2 homogéneo que actia sobre ¢, definido como
P = ¢ - B (donde B es el operador coshift) es al mismo tiempo débil hiperciclico (hiperciclico
restringido a la topologia débil), § -hiperciclico (la érbita interseca a toda bola de radio ¢) y I’
-superciclico (I' - Orbp(X) es denso en X) para cada subconjunto I' € C de modo que I' sea no
acotado o tal que 0 es punto de acumulacién de I'. Ademas, reproducimos el fenémeno en espacios
de Banach arbitrarios separables e infinito dimensionales.

Capitulo |3} Polinomios homogéneos hiperciclicos en H(C). Probamos que el polinomio
homogéneo f — f(0) - f(- + 1) es mixing, cadtico y frecuentemente hiperciclico. La prueba sigue
una aplicacién cuidadosa del Teorema de Runge. Por otro lado mostramos que el polinomio
f(0) - ' no es hiperciclico.

Capitulo Operadores bilineales hiperciclicos en espacios de Banach. En este
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capitulo estudiamos la clase de operadores multilineales hiperciclicos en el sentido de Bes-Conejero
y en el sentido de Grosse Erdmann-Kim. Con respecto a hiperciclicidad en el sentido de Bes-
Conejero proponemos una nocién de transitvidad para operadores multilineales y probamos que

esta nocién es equivalente a que el operador sea hiperciclico con conjunto de vectores denso en
m

X x X ---X. Luego damos diversos ejemplos de operadores bilineales hiperciclicos en H(C) y ¢,
sin conjunto de vectores hiperciclicos denso. Probamos que todo espacio de Banach de dimensién
infinita y separable admite un operador multilineal hiperciclico.

Con respecto a hiperciclicidad en el sentido de Grosse Erdmann-Kim, aplicamos la nocién de
conjunto de Julia desarrollada en el Capitulo [2| para probar que todo espacio de Banach separable

y de dimensién infinita admite un operador bilineal hiperciclico simétrico.

Los Capitulos [f] y [6] pueden ser leidos en forma independiente a los Capitulos y
Estudiamos F-hiperciclicidad lineal para dos familias de ntimeros naturales relacionadas con la
existencia de progresiones aritméticas arbitrariamente grandes en conexién a caos.

Por una progresién aritmética de longitud m, paso k y término inicial a nos referimos a un
conjunto de la forma

a+k,a+2k,...a+ (m—1)k.

Diremos que un conjunto de nimeros naturales tiene progresiones aritméticas arbitrariamen-
te grandes (A € AP) siempre que podamos encontrar para cada longitud m una progresién
aritmética de longitud mas grande que m contenida en A. Si exite k tal que dichas progresiones
tienen el mismo paso entonces diremos que A admite progresiones aritméticas arbitrariamente
grandes de paso fijo (A € AP).

Capitulo [5k Operadores AP-hiperciclicos. Probamos que un operador es AP-hiperciclico
si y sélo si es hiperciclico y multiplemente recurrente. Proponemos un criterio simple de AP-
hiperciclicidad que es implicado por el criterio fuerte de Kitai. Mostramos un ejemplo de un
operador que es AP-hiperciclico pero no weakly mixing. Finalmente, respondemos una pregunta
de Costakis y Parissis [44] y probamos que todo espacio de Banach separable y de dimensién
infinita admite un operador AP-hiperciclico (y luego miltiplemente recurrente).

Capitulo [6} Operadores AP,-hiperciclicos. En este capitulo estudiamos la relacién entre
los operadores AP,-hiperciclicos, operadores con puntos periédicos densos y operadores cadticos.

El Teorema, principal del capitulo es que estas nociones son equivalentes para operadores w*-w*
continuos. Exhibimos un ejemplo de un operador coshift pesado en ¢y que es AP,-hiperciclico pero

no cadtico. Finalmente, probamos que los operadores AP,-hiperciclicos tienen espectro perfecto.
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Capitulo 1

Dinamica de aplicaciones

homogéneas lineales y no lineales

Este capitulo provee una introduccién a la teoria de los sistemas dinamicos en espacios de
dimensién infinita. Introduciremos las definiciones clasicas en el contexto general de espacios
topoldgicos, luego abordaremos la teoria lineal en espacios de dimensién infinita y finalmente
describiremos los avances recientes en la teoria de los sistemas dindmicos no lineales en espacios
de dimensién infinita. El capitulo es puramente expositorio y pretende introducir y motivar los
conceptos que usaremos durante toda la tesis.

Los espacios que consideraremos seran de Banach o Fréchet, en ambos casos separables y de
dimension infinita. En esta tesis, la mayoria de los resultados son validos en el contexto de espacios
de Fréchet. Sin embargo, conocemos la validez de algunos resultados solo en el caso Banach.
En estos casos especificaremos el marco. Los objetos de estudio seran polinomios homogéneos,

operadores multilineales y operadores lineales actuando en X.

1.1. Sistemas dinamicos topolégicos: preliminares y definiciones

basicas.

En esta seccion presentamos las definiciones béasicas sobre sistemas dindmicos que utilizaremos
en toda la tesis. Estudiaremos estas nociones en el contexto de X que es un espacio de Banach
o Fréchet y f es un operador lineal o un polinomio homogéneo (no lineal). Las motivaciones
principales provienen de la teoria de los sistemas dindmicos, donde X es un espacio topolégico y
f: X — X es una aplicacién continua. Referimos a [46] o [58] para una introduccién sobre los
sistemas dindmicos.

Un sistema dindmico (discreto) es un par (X, f) donde X es un espacio topolégicoy f : X — X
es una funcién continua. A menudo llamaremos f (cuando X se da por sentado) o f : X — X

un sistema dindmico.
Definicién 1.1.1. Sea (X, f) sea un sistema dindmico. La orbita con estado inicial xo es el

3
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/—L
conjunto Orby(xg) = {f™(x0) : n € N}, donde f" es la enésima iteracion de f, f* = fof---of
y fO = Id.

Estaremos particularmente interesados en sistemas dinamicos que tengan érbitas densas.

Definicion 1.1.2. Una aplicacion f : X — X se dice hiperciclica si existe xg € X de modo que
Orby(xo) sea denso en X. Tal vector xq se llama hiperciclico. El conjunto de vectores hiperciclicos
se denota por HC(f).

Dado que el fenémeno de la hiperciclicidad solo ocurre en el caso separable, asumiremos que

X es separable. Una nocion relacionada es transitividad.

Definicién 1.1.3. Una aplicacion f : X — X se llama (topoldgicamente) transitiva siempre que
para cada par U,V de conjuntos abiertos no vacios haya un entero k tal que fk(U) NV no sea

Vacio.

Por lo general, simplemente diremos que la ap mapa es transitivo. Si el espacio es métrico y

completo, el teorema de Baire implica que ambas nociones son equivalentes.

Teorema 1.1.4 (Teorema de transitividad de Birkhoff). Sea X un espacio métrico completo y
separable sin puntos aislados. Entonces f es hiperciclico si y solo si es transitivo. Ademdas, HC(f)

resulta un conjunto Gs denso.

Definicion 1.1.5. Diremos que una aplicacion es mixing si para cualquier par de conjuntos no

vacios U,V existe ng tal que para todo n = ng, T~™(V) n U no es vacio.

Definicién 1.1.6. Dados conjuntos abiertos no vacios U,V , N¢(U,V) denotard el conjunto de
tiempos de recurrencia N¢(U,V) ={n:Un f7(V)} y N¢(z,V) := {n: f*(x) € V}. Cuando la

aplicacion f se da por sentada, vamos a denotarlos N(U,V) y N(z,V) respectivamente.

Por lo tanto, mixing significa que N(U,V) es cofinito y la transitividad se traduce a que

N (U, V) no sea vacio, para cada U, V.

Definicion 1.1.7. Si la aplicacion f@ f : X ® X — X @ X es transitiva, diremos que f es

weakly mizing.

Teorema 1.1.8. Sean X wun espacio topologico y f una aplicacion continua. Los siguientes

enunciados son equivalentes:
1) f es weakly mizing;

1) para cada par de conjuntos abiertos no vacios U,V , N(U,V') contienen intervalos arbitra-

riamente largos iy
1) para cada par de conjuntos abiertos no vacios U,V , N(U,V)— N(V,U) = N.

4
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La condicién de que f @ f sea transitiva es equivalente a N(Uy, Vi) n N(Us, Vo) # & para
cada par de conjuntos no vacios Uy, Us, V1, Vo. En particular, N (U, V') # & para cada par (U, V)
y, por lo tanto, f es transitivo. Por otro lado, si f es mixing, entonces N (Uj, V}) es cofinito. Por
lo tanto, ﬂ?zl N(U;,V;) # &y [ es weakly mixing.

La ultima nocién dindmica que presentaremos en esta seccién es caos en el sentido de Devaney
[46, p.50]. Aunque no ha habido una definicién universalmente aceptada de caos, la nocién de
Devaney aisla tres conceptos como caracteristicas esenciales de caos. Segin Devaney, para ser
cadtico, una aplicacion f debe ser transitiva, su conjunto de puntos periédicos debe ser denso y

debe tener una dependencia sensible de las condiciones iniciales.

Definicién 1.1.9. Sea (X, f) un sistema dindmico donde X es un espacio métrico. Diremos que
x es un punto periddico de f siempre que haya un n tal que f™"(z) = x y diremos que f tiene
una dependencia sensible de las condiciones iniciales si existe 0 tal que para todo x € X y cada
entorno V de x hay uny €V yn tal que d(f™(z), f"(y)) > 6.

Definicién 1.1.10 (Definicién de caos de Devaney). Sea que (X, f) un sistema dindmico donde

X es un espacio métrico y f es una aplicacion continua. Diremos que f es cadtico siempre que:

1) [ es transitivo;
11) f tiene puntos periddicos densos y

1) f tiene una dependencia sensible de las condiciones iniciales.

Estas condiciones no son independientes. En particular, se ha demostrado en [9] que la condi-
cidn iii) es redundante. Ademas, si la aplicacién f es lineal, hiperciclicidad implica dependencia
sensible de las condiciones iniciales. Hay varias nociones desarrolladas de caos como caos en el
sentido de Auslander-Yorke [7], lo que significa que f es transitivo y tiene dependencia sensible de
las condiciones iniciales, caos en el sentido de Li-Yorke [70] (ver Definicién , Block- Coppel
caos [30], caos distribucional [86] (ver Definicién [1.2.38)). Sin embargo, la definicién de Devaney
es la mas popular y nos referiremos a ella simplemente como caos.

Una técnica importante en la teoria de sistemas dindmicos es la de cuasiconjugacion. Permite

transferir principios dindmicos de un sistema dindmico (X, f) a (Y, g).

Definicién 1.1.11. Diremos que un sistema dindmico (Y, g) es quasiconjugado a (X, f) siempre

que haya una aplicacion continua ® : X — X de rango denso tal que ® o f = go ®.

xJtsy ,

oo
G v

Cuando la aplicacion ¢ es biyectiva con inversa continua, diremos que g se conjuga con f.
Proposicién 1.1.12. Sean (X, f), (Y, g) sistemas dindmico tales que (Y, g) es un cuasiconjugado

de (X, f). Si f es weakly mizing, transitivo, cadtico, mizing o hiperciclico, entonces también lo

es g.
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1.2. Sistemas dinamicos lineales

Segun una opinién ampliamente sostenida, el caos estd intimamente relacionado con la no
linealidad. La razén es que en espacios finito dimensionales la dindmica lineal se comporta de
manera predecible. De hecho, a través de la forma de Jordan, las iteraciones de un operador lineal
de dimension finita se caracterizan por completo. Es solo en espacios de dimensién infinita cuando
ocurre el caos lineal. La primera evidencia de un operador hiperciclico se remonta a 1929, cuando
Birkhoff [29] demostrd la existencia de funciones enteras patolégicas de una variable compleja
cuyas traslaciones aproximan a cualquier cualquier otra funcién compleja de manera uniforme en
conjuntos compactos. Por lo tanto, el operador de traslacién constituye el primer ejemplo de un
operador lineal que tiene una 6rbita densa. Mdas tarde Mac Lane [71] en 1952 demostré el mismo
fenémeno para los operadores de diferenciacion, y Rolewicz [82] en 1969 mostré que los multiplos
de los operadores coshift tienen érbitas densas. Sin embargo, no fue después del Ph.D. de Kitai
[66] y el trabajo de Godefroy y Shapiro [49] cuando comenzd una investigacién sistematica sobre
el caos lineal. No solo descubrieron una clase completamente nueva de operadores hiperciclicos,
sino que propusieron aceptar la definicion de caos de Devaney como la precisa para operadores
lineales. Luego también mostraron que los ejemplos clasicos de Birkhoff, Mac Lane y Rolewicz
son caoticos. Por otro lado, Kitai propuso un criterio general para los operadores hiperciclicos
que cumple la mayoria de los operadores hiperciclicos (incluidos los tres ejemplos cldsicos). El
criterio de Kitai se generalizo luego al criterio de hiperciclicidad, que es al dia de hoy la técnica
mas efectiva para demostrar que un operador es hiperciclico.

La teoria de sistemas dindmicos lineales ha experimentado un desarrollo dindmico en las
ultimas décadas y se ha convertido en un area de investigacién bastante activa. Como evidencia
de la madurez alcanzada en el drea, mencionamos aqui el Teorema de Ansari de que toda potencia
de un operador hiperciclico es hiperciclico, el Teorema de Bourdon-Feldman de que cada érbita
densa en algun lugar densa también es densa y el Teorema de Ansari-Bernal que en su forma
mas general establece que cada espacio de Fréchet de dimensién infinita y separable admite un
operador mixing (y, por lo tanto, hiperciclico). Por el contrario, ahora sabemos que hay espacios
de Banach reflexivos de dimension infinita sin operadores cadticos.

El objetivo de esta seccién es expositivo y pretende introducir la teoria de los operadores
hiperciclicos. Referimos a [13| [55, 58], y su referencia dentro para informacién adicional sobre
el tema. En esta seccion, asumiremos que X es un espacio de Fréchet de dimension infinita y

separable y que T es un operador lineal en X.

1.2.1. Operadores weakly mixing y el criterio de hiperciclicidad

La técnica més efectiva para demostrar que un operador es hiperciclico es demostrar que
satisface el criterio de hiperciclicidad. Esta version se debe a Bes [28] que refiné los criterios de

Kitai y Godefroy-Shapiro.
Definicion 1.2.1. Sea X un espacio de Fréchet. Diremos que T satisface el criterio de hiperci-
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clicidad siempre que haya conjuntos densos Xo,Yy y funciones (Sy, )i (no necesariamente lineal

o continua) de modo que
1) T™ (x) — 0 para todo x € Xo;
11) Sy, (y) = 0 para todo y € Yy y
ur) TS, (y) — y para todo y € Yy.

Teorema 1.2.2. Sea X un espacio de Fréchet. Si T satisface el criterio de hiperciclicidad,

entonces es hiperciclico.

Demostracion. Mostraremos que 1" es transitivo. Sean U,V conjuntos abiertos y x € U n Xj,
y € VnYy. Si consideramos z + Sy, (y), tenemos que para ng, x+ Sy, (y) € Uy T (x + Sy, (y)) =
T (x) + TSy, (y) € V. Concluimos que T es transitivo. O

Los operadores hiperciclicos habituales satisfacen el criterio de hiperciclicidad. La razén es
que de hecho son weakly mixing. La siguiente caracterizacién de operadores weakly mixing fue

probada por Bes y Peris en [26].

Teorema 1.2.3. Sea X un espacio de Fréchet y T un operador lineal. Los siguientes enunciados

son equivalentes.

1) T satisface el criterio de hiperciclicidad;

11) Hay una sucesion ny tal que para toda subsucesion my, de ny hay x € X tal que {T"*(x)}

es denso en X y
1) T es weakly mixing.

Presentamos ahora los ejemplos clasicos debidos a Birkhoff, Mac Lane y Rolewicz.
Ejemplo 1.2.4. Los siguientes operadores son cadticos.
1) (Operador de Birkhoff) Sea X = H(C) y 7y (f) = f(- + 1);
11) (Operador de Mac Lane) Sea X = H(C) y D(f)=f"y

111) (Operador de Rolewicz) Sea X = £, o cog y T\ = AB, donde |\| > 1y B es el operador
coshift.

Para exhibir la efectividad del criterio de hiperciclicidad, mostraremos que el operador de
Birkhoff es caético. Demostraremos que satisface el Criterio de Godefroy y Shapiro, que es un

caso particular del Criterio de hiperciclicidad.

Teorema 1.2.5 (Criterio de Godefroy y Shapiro). Sea T' un operador lineal en un espacio de
Fréchet. Supongamos que Xo = span{z : T(x) = Az, con |\ < 1} y Yy = span{z : T(z) =
Az, con |A| > 1} son densos. Entonces T satisface el criterio de hiperciclicidad y, por lo tanto,

es hiperciclico.
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Con un espiritu similar tenemos un resultado para operadores cadticos.

Teorema 1.2.6. Sea T un operador lineal en un espacio de Fréchet. Entonces los puntos pe-

riodicos de T vienen dados por
Per(T) = span{x : T(z) = Az con X € /%7}.

Lema 1.2.7 (Aron Markose). Sea I' € C de modo que T' tenga un punto de acumulacion.

Entonces span(e’? : v eT') es denso en H(C).

Prueba de la caoticidad de tau;. Los autovectores de 71 estdn dados por ey = e**. Por lo tanto,
si consideramos Xo = span{ey : e} < 1}, Yo = {ex : [} > 1} y Zy = spanfey : |e}| = 1} se
sigue por el Lema de Aron Markose que estos conjuntos son densos en H(C). Segun el criterio de

Godefroy-Shapiro, el operador es hiperciclico y es caético debido al Teorema [1.2.6 O

Otra herramienta efectiva para demostrar que un operador es weakly mixing es mostrar que

los vectores con érbitas acotadas son densos.

Teorema 1.2.8. Sea X sea un espacio de Fréchet y T un operador hiperciclico de manera que

los vectores con orbitas acotadas son densos en X. Entonces T es weakly mizing.

Como un corolario inmediato obtenemos que los operadores caéticos son weakly mixing.
Corolario 1.2.9. Sean X un espacio de Fréchet y T un operador cadtico. Entonces T weakly
MITING.

Uno de los principales problemas en la teoria de los sistemas dindmicos lineales era determinar
si todo operador hiperciclico satisface criterio de hiperciclicidad. El problema fue originalmente
planteado por Herrero [60] en la forma T°@® T y respondido negativamente por De la Rosa y
Read [45]. M4s tarde, Bayart y Matheron encontraron ejemplos en espacios de Banach y Fréchet
cldsicos [12]. Ademds, construyeron ejemplos de operadores no weakly mixing con drbitas con
alto nivel de recurrencia [14], es decir, operadores de modo que N (z,U) sea grande en un sentido

combinatorio aditivo.

1.2.2. Clases de operadores hiperciclicos

Como una generalizacién del operador de Rolewicz AB en £, podemos considerar operadores

coshift en espacios de Fréchet con base de Schauder.

Teorema 1.2.10. Sea X sea un espacio Fréchet con base {ey},. Supongamos que el operador
coshift B(ey) = en—1 estd bien definido. Luego,

1. Los siguientes son equivalentes

a) B es hiperciclico;

b) B es weakly mizing y
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c) hay una sucesion de nimeros naturales (ng)y tal que e,, — 0.
2. Los siguientes son equivalentes

a) B es mizing y

b) e, — 0.

En cuanto a caos, tenemos un buen resultado para espacios que admiten una base incondi-
cional. Recordemos que que una base {e,} se dice incondicional si siempre que ), ane, € X vale

que la serie ), ane, converge incondicionalmente.

Teorema 1.2.11 (Grosse-Erdman). Sea X un espacio de Banach con base incondicional {e,} y
supongamos que el operador coshift B(ey) = en, estd bien definido. Entonces los siguientes son

equivalentes

1) B es cadtico;

m) Y eneXy
111) B tiene un punto periddico no trivial.

Los operadores coshift no pesados en espacios pesados estdn relacionados con los operadores
coshift no pesados en espacios no pesados.
Dados los pesos (wy,), definimos el operador coshift pesado B, como la extensién lineal de

B, (en) = wpen—1. Dados los pesos (vy,), definimos el espacio ponderado

X(v) := {l‘: ixnenvneX}. (1.1)

n=1
Proposicién 1.2.12. Sea X un espacio de Fréchet con base incondicional {e,} y B(e,) = en—1
un operador coshift bien definido en un espacio pesado X (v). Sea (wy)n la sucesion de pesos
Un—1

wy = —=. Entonces (B, X (v)) se conjuga a (By,X) bajo el isomorfismo lineal dado por @ :
X () = X, ®(en) = vpen.

Reciprocamente dados pesos (wy)n consideramos (vy)y la sucesion de pesos v, = ]_[?:1 wj_l.
Entonces (B, X) se conjuga con (B, X (v)) bajo el factor lineal ® : X — X (v) dado por ®(e,) =
H?=1 Wi
Demostracion. Notar que ® es un isomorfismo por definicién y que

®(B(ey)) = vnen—1 = By(vnen) = B, (P(ey)).

1

Para la reciproca notar que si v, = [[;_; w; ", entonces =l — . O
- n
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Como corolario inmediato obtenemos una caracterizacién de los operadores coshift en ¢,,.

Corolario 1.2.13. Supongamos que B,, es un operador coshift bien definido pesado en £, o cy.

Los siguientes enunciados caracterizan hiperciclicidad, mizring y caos, respectivamente.

n n n
. . -1
supllezoo, ||wj—>oo, ||wj € L.
J=1 J=1 J=1

n
Observacion 1.2.14. Consideraremos los espacios £, (v) := {(zy,) : 2hv, € {1} con norma |z| =

(Z;O:1 m?w) %. Esta definicién es ligeramente diferente a la dada anteriormente. Sin embargo, es

la més precisa para trabajar con ¢,. La conjugacién de la Proposicién [1.2.12] ahora viene dada
1

por & : £,(v) — £y, D(zpe,) = T4 ey

Como una generalizacién de los operadores Mac Lane y Birkhoff, podemos considerar opera-

dores de convolucién.

Definicién 1.2.15. Diremos que T : H(C) — H(C) es un operador de convolucion siempre que

T conmute con D.

Diremos que una funcién compleja ¢ = Z;C:o ajzj es de tipo exponencial si existen A, M tal

que |¢(2)| < AeMI?l para todo z e C.
Teorema 1.2.16. Sea T : H(C) — H(C) un operador lineal. Los siguientes son equivalentes.
1) T es un operador de convolucion;
1) I'm=nTy
1) hay una funcion compleja ¢ de tipo exponencial tal que T = p(D) = Z;(j:o a;jDI.

En tal caso, T es cadtico.

1.2.3. Otros resultados

A finales de los afios 90, Ansari y Bernal demostraron independientemente que todo espacio
de Banach de dimensién infinita y separable e admite un operador hiperciclico [2, [I§]. Mas tarde,

este resultado fue generalizado a espacios Fréchet no normables por Bonet y Peris [31].

Teorema 1.2.17. Sea X un espacio de Fréchet de dimension infinita y separable. Entonces X

admite un operador mizing.

La estrategia de la prueba de los teoremas anteriores sigue dos resultados independientes
que son por si mismos interesantes. El primer paso fue dado por Salas [84] quien demostr6 que
cada operador del tipo Id + B, donde B, es un operador coshift pesado, es hiperciclico en £
(Véase también Teorema para obtener una prueba de este resultado). Luego, utilizando

bases biortogonales de Markushevich, los autores probaron que cada espacio de Banach infinito y
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separable admite un operador 7' que es cuasiconjugado a Id + B e en /1. Bonet y Peris siguieron
este enfoque para exhibir en cada espacio de Fréchet un operador que es un cuasiconjugado de
algin Id + B, en ¢;. Finalmente, la propiedad de ser mixing fue descubierta por Grivaux, quien
demostr6 que los operadores de Salas Id + B, son mixing [53]

Nos centramos ahora en dos resultados basados en argumentos de conexién. Un ingrediente

clave de ambos Teoremas [1.2.19y [1.2.20] es que el conjunto HC(T') siempre es conexo.

Proposicién 1.2.18. Sea T' un operador hiperciclico en un espacio de Fréchet. Entonces HC(T)

€es conerxo.

Demostracion. Sélo observar que si x € HC(T'), entonces, todo polinomio P, P(T")(z) también es
un vector hiperciclico. Esto se deduce del hecho de que P(T") y T conmutan. Ahora observamos
que P(T)(z) € HC(T) < X. Como P(T)(x) es arcoconexo, deducimos que HC(T') es conexo. []

El siguiente teorema fue probado por Ansari [1J.

Teorema 1.2.19 (Ansari). Sea T un operador hiperciclico en un espacio de Fréchet. Enton-
ces para todo natural p HC(T) = HC(TP). En particular, T es hiperciclico si y solo si TP es

hiperciclico.

Teorema 1.2.20 (Bourdon-Feldman). Sea T sea un operador en un espacio de Fréchet. Si
Orbr(z) es en algun lugar denso, es decir, si su clausura tiene interior no vacio, entonces toda

la drbita Orbr(x) es densa en X.

Los operadores Rolecwicz AB son hiperciclicos para |A] > 1. Si |A\| < 1, el operador no es
hiperciclico porque tiene una norma inferior a uno. De esta propiedad se puede conjeturar que
AT es hiperciclico siempre que T sea hiperciclico y |A| = 1. Anti intuitivamente, esta propiedad
es falsa, ya que Badea, Grivaux y Miiller demostraron en [8] que hay un operador hiperciclico T

tal que 3T es hiperciclico pero 27 no lo es. Por otro lado, el resultado es verdadero para || = 1.

Teorema 1.2.21 (Leén-Miiller). Sean X sea un espacio de Fréchet y T un operador lineal. Si x
satisface que {n € N : {\T"(x),\ € T}} es denso en X, entonces x es un vector hiperciclico para
todo X\ € T. En particular, tenemos que HC(ANT) = HC(T) para todo X\ € T.

1.2.4. Nociones adicionales en dinamica lineal
Operadores frecuentemente hiperciclicos

En las dltimas décadas se presté atencion a hiperciclicidad frecuente. Bayart y Grivaux intro-
dujeron la nocién de hiperciclicidad frecuente en [10], donde buscaron vectores hiperciclicos que
visitan “con frecuencia” cada conjunto abierto U. Diremos que un subconjunto de los ntimeros

naturales tiene densidad inferior positiva siempre que

sn:
dens(A) := lim inf #iksn:ked) > 0.

n n

11



Capitulo 1. Dinamica de aplicaciones homogéneas lineales y no lineales

Equivalentemente densA > 0 si y s6lo si hay una constante C' tal que para todo n, #{k < n: ke
A} > Cn. Diremos que una funcién continua f es frecuentemente hiperciclica si hay un vector
x tal que para cada conjunto abierto U el conjunto N(z,U) tiene densidad inferior positiva.
Los operadores frecuentemente hiperciclicos comparten propiedades comunes con los operadores
caodticos. Los siguientes teoremas son bastante naturales y fueron probados por Grosse-Erdmann
y Peris [57] y Shkarin [8§]. Ver también Teorema para una pequena versién modificada del

segundo resultado.

Teorema 1.2.22. Sea X un espacio de Fréchet y T un operador frecuentemente hiperciclico.

Entonces T es weakly mizing.

Teorema 1.2.23. Sea X un espacio de Banach y T un operador frecuentemente hiperciclico.
Entonces su espectro no tiene puntos aislados. En particular, hay espacios de Banach reflexivos

sin operadores frecuentemente hiperciclicos.

Por otro lado, hay operadores frecuentemente hiperciclicos que no son cadticos [11] y ope-
radores cadticos que no son frecuentemente hiperciclicos [75]. Recientemente, Menet construyé
un operador inversible frecuentemente hiperciclico cuya inversa no es frecuentemente hiperciclica
[76].

1.2.5. Familias de Furstenberg y F-hiperciclicidad

Como una generalizcion de operadores hiperciclicidad frecuente podemos considerar operado-
res hiperciclicos cuyos conjuntos de recurrencia Np(x,U) sean grandes en un sentido combinato-
rio.

Una familia F < P(N) se dice una Familia de Furstenberg si A € By A € F, entonces
B € F. Dada una familia de Furstenberg F, diremos que T" es F -hypercyclic, siempre que exista
un z € X tal que para todo conjunto abierto U, Np(x,U) := {n : T"(x) € U} € F. Tal z se llama
un vector F-hiperciclico.

En esta tesis consideraremos varias nociones de F-hiperciclicidad:

1. Decimos que A tiene densidad inferior positiva (o A € D) si dens(A) := liminf,, #w >

0 y decimos que un operador es frecuentemente hiperciclico si T' es D-hiperciclico.

2. Decimos que A tiene densidad superior positiva (o A € Fyq) si limsup,, #W >0y

decimos que un operador es U-frecuentemente hiperciclico si T' es F,4-hiperciclico.

#An[k,k+n]
n

0 y decimos que un operador es reiterativamente hiperciclico si T' es Fpg-hiperciclico.

3. Decimos que A tiene densidad de Banach positiva (0 A € Fpq) si lim,, lim sup,, >

Recordemos que una progresion aritmética de longitud m + 1 (m € N), con diferencia comin

k € N y término inicial a € N es un subconjunto de N de la forma {a,a + k,a + 2k, ..., a + mk}.

(4) Denotaremos a la familia formada por los nimeros naturales que contienen progresiones

aritméticas arbitrariamente largas como AP.

12
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(5) Denotaremos a la familia de niimeros naturales que contienen progresiones aritméticas ar-

bitrariamente largas de una diferencia comin fija k, para algin k € N como AP;.

Decimos que una familia de Furstenberg es upper siempre que J ¢ F y F se pueda escribir

como

U Fs, con F5= ﬂ Fsmo
6eD meM

donde M es numerable y tal que las familias As,, y Fs cumplan

» cada Fj,, cumple que si A € F5,, y hay un conjunto finito F' tal que F'n A < B, entonces
B e Fsm;

= Fs5 es uniformemente invariante, es decir, si A € F entonces existe un J tal que para todo
n, A—ne Fs.

Ejemplo 1.2.24. Las familias F.. 4, Fyq4, Fsq son upper mientras que D no (ver [33] ).

La familia AP resulta upper: tomar As = AP y F,, la familia de subconjuntos con progresiones
aritméticas de longitud superior a m.

La familia AP, también es upper: en este caso tomamos (APy), la familia de subconjuntos que
tienen progresiones aritméticas arbitrariamente largas con paso fijo n y (APx), la interseccién
de las familias (APx)p,m de subconjuntos que tienen progresiones aritméticas de paso fijo n con

longitud m.
Bonilla y Grosse Erdmann demostraron un teorema de transitividad para las familias upper.

Teorema 1.2.25 (Bonilla-Grosse Erdmann [33]). Supongamos que F es una familia upper y T

es un operador lineal en un espacio separable de Fréchet. Entonces los siguientes son equivalentes:

1. Para todo conjunto abierto V existe § tal que para todo conjunto abierto U existe x € U con
Np(z,U) € Fs.

2. Para todo conjunto abierto V' existe ¢ tal que para todo U y m hay un x € U con Np(x,U) €
Fsm-

3. El conjunto de puntos F-hiperciclicos es residual.

4. T es F-hiperciclico.

Superciclicidad

En 1972, Hilden y Wallen [62], que trabajaban en clases de operadores ciclicos, introdujeron

la nocién de operadores superciclicos.

Definicion 1.2.26. Diremos que un operador es superciclico siempre que exista un vector x tal

que C - Orbr(z) sea denso en X.

13
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Todo operador hiperciclico es superciclico y hay operadores superciclicos que no son hipercicli-
cos, por ejemplo, el operador coshift en £,. En el mismo articulo, Hilden y Wallen notaron que,
en el caso complejo, el fendmeno de superciclicidad solo puede ocurrir en el caso de dimensién

infinita o en dimensién 1. Veinte anos después, Hezog [61] generalizo el resultado al caso real.

Teorema 1.2.27. Sea X espacio real y separable de Fréchet. Entonces X admite un operador

superciclico si y solo si X es de dimension infinita o dim(X) < 2.

Proposicién 1.2.28. Supongamos que (X, f), (Y, g) son sistemas dindmicos de modo que g se

n cuasiconjuga o f. Si f es superciclico, entonces g es superciclico.

Recientemente Charpentier, Ernst y Menet generalizaron la nocién de superciclicidad a sub-
conjuntos arbitrarios de los niimeros complejos [39]. Dado un subconjunto I' < C, definieron la

nocion de I'-superciclicidad.

Definicion 1.2.29. Sea I' € C y T operadores lineales en un espacio Fréchet. Diremos que un

operador es I'-superciclico, siempre que haya un vector x € X tal que T' - Orbp(x) sea denso en
X.

Por lo tanto, superciclicidad se lee como C-superciclicidad e hiperciclicidad como {x}-superciclicidad.
El Teorema de Leén-Miiller se puede leer en un sentido de superciclicidad I'. Establece
que un operador lineal en un espacio Fréchet es T-hiperciclico si y solo si es hiperciclico.
En su trabajo, los autores estudiaron los subconjuntos I' € C' para los cuales I'-superciclicidad
y implica hiperciclicidad para todo operador lineal T'. Los siguientes teoremas se probaron en [39].
Como en el Teorema de Léon-M iiller, la prueba se basa en teoremas elementales de topologia

algebraica.
Teorema 1.2.30. Sea X un espacio de Fréchet.

1. T'- Orbp(z) denso implica Orbr(z) denso para todo operador lineal T si y solo si I' no es

vacio, es acotado y alejado del cero;
2. T'-Orbr(x) en algin lugar denso implica Orbr(z) denso en X si y solo si I' no es vacio,
acotado, alejado del cero y T'T tiene interior vacio.
d-hiperciclicidad

En [48] Feldman introdujo la nocién de érbita d-densa para operadores lineales en espacios
de Banach.

Definicién 1.2.31. Sea X un espacio de Banach y f una aplicacion continua. Diremos que una
orbita Orby(z) es d-densa siempre que haya un ndmero positivo 6 para el cual cada vector y

satisface que |y — Orbr(z)| < 0.

Definicion 1.2.32. Diremos que una funcion es d-hiperciclica siempre que exista una orbita

d-densa .
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Si la funcién es un operador lineal, Feldman demostré que §-hiperciclicidad es equivalente a

hiperciclicidad.

Proposicion 1.2.33. Sea X un espacio de Banach y T un operador lineal. Si T es §-hiperciclico,

entonces es hiperciclico.

A pesar del hecho de que cada operador hiperciclico § es hiperciclico, no se sigue que cada
orbita d-densa sea densa en todas partes. El siguiente teorema debido a Feldman busca condiciones

para garantizar esta propiedad.

Teorema 1.2.34. Supongamos que T es un operador lineal en un espacio de Banach y supon-
gamos que hay un conjunto d- denso D, un vector u € X, un numero d > 0 y una aplicacion

S : D — D de modo que las siguientes propiedades son verdaderas:
1) |[T"(z) —u| =d y | S™(z) —u| = d para todo n e N y x € D;
1) T"(xz) —» 0 y S™(x) — 0 para todo z € D y
ur) T'S = Id en D.
Luego, para todo € > 0 eziste x. de modo que Orbr(x.) es e-densa pero no es densa en todo el
espacio.
Caos en el sentido de Li-Yorke, caos distribucional y vectores irregulares.

La nocién de vector irregular fue considerada por primera vez por Beauzamy en [15]. Recor-
demos que si A € N, las densidades inferior y superior se definen como
j<n:jeA} — j<n:jeA
dens(A) := liminf #ly<n:j i y dens(A) := lim sup #lysn:j }

n n n n

Definicion 1.2.35. Decimos que un vector x es irreqular para T st
limsup |T"(x)| = coyliminf |[T"(z)| = 0.
n n

Mads en general, decimos que un vector x es distribucionalmente irregular si existe una sucesion

de nimeros naturales A = (ng)r y B = (my)r de modo que dens(A) = dens(B) = 1 y tal que
limy, |77 (x)|| = 0 y limy, [T (x)| = oo.

Los vectores irregulares estdn relacionados con la nocién de caos en el sentido de Li-Yorke.

Definicion 1.2.36. Sea X un espacio métrico. Decimos que una aplicacion f : X — X es cadtica
en el sentido de Li-Yorke, siempre que exista un conjunto no numberable I' € X tal que para

cada par de vectores x,y en I' tenemos que
limsup d(f"(z), " (y)) = % and lminf d(f"(z), [ (y)) = 0.
n n
En este caso, decimos que I' es un conjunto scramble y x,y un par de Li- Yorke.
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La existencia de un vector irregular para un operador lineal garantiza que el operador sea
Li-Yorke cadtico [16].

Teorema 1.2.37 (Bermudez, Bonilla, Martinez-Giménez y Peris). Sean X un espacio de Banach

y T : X — X un operador lineal. Los siguientes son equivalentes:
1) T admite un vector irreqular;
11) T admite un par Li-Yorke y
1) T es Li-Yorke cadtico.
De manera similar, los vectores distribucionales estan relacionados con caos distribucional.

Definicion 1.2.38. Sea X un espacio métrico. Decimos que una aplicacion f es distribucional-
mente caotico siempre que exista un conjunto no numerable I' contenido en X y e > 0 de modo

que para todo T > 0 y todo x,y en T,

dens({j : d(f’(z), f/(y)) < 7)) =1 y dens({j : d(f’(z), [ (y)) < e}) = 0.

Teorema 1.2.39. Sea X un espacio de Banach. Si T admite un vector distribucionalmente
wrregular, entonces T es distribucionalmente cactico. Reciprocamente si T es distribucionalmen-
te cadtico y los vectores tales que T"(x) — 0 son densos en X, entonces T admite un vector

distribucionalmente irregular.
Finalizamos la seccion con un resultado de existencia.

Definicién 1.2.40. Decimos que un subespacio cerrado Y < X es (distribucional) irreqular si

todo vector distinto de cero de y es (distribucional) irregular.

Ciertamente, una subespacio (distribucional) irregular es un conjunto (distribucional) scram-
ble.

Teorema 1.2.41. Sea X un espacio de Banach de dimension infinita y separable. Entonces X
admite un operador hiperciclico y distributivamente cadtico que admite un subespacio distribucio-

nal.

1.3. Sistemas dinamicos polinomiales en espacios de dimensién

infinita

Como una extensién natural de la teoria lineal, uno puede estudiar orbitas de operadores
homogéneos (no lineales) o polinomios. El primer resultado en esta direccién se debi6 a Bernardes
[21], donde demostré que ningtin polinomio homogéneo (no lineal) en un espacio de Banach puede
ser hiperciclico. De su resultado, se puede deducir que asociado a cada polinomio homogéneo hay

una bola (en adelante la bola lémite) que es invariable bajo la accién del polinomio. Ademds,
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cualquier érbita que entre en la bola limite converge a 0. Quizas este resultado fue una de las
razones por las cuales la teoria de la dinamica polinémica homogénea ha tenido un desarrollo
mucho menor que la contraparte lineal. Sin embargo, el comportamiento de las 6rbitas inducidas
por un polinomio homogéneo puede ser altamente no trivial y esta lejos de ser entendido.

Definicion 1.3.1. Sea X un espacio de Fréchet. Diremos que P : X — X es un polinomio
m

homogéneo m siempre que haya un operador A -multilineal A tal que P(x) = A(Z,z,...,2). En
términos mas generales, diremos que P es un polinomio (no necesariamente homogéneo) si P es

una suma finita de polinomios homogéneos.

Denotaremos P(™X) al espacio de polinomios m-homogéneos. Ademds los polinomios m-
homogéneos son aplicaciones homogéneos m, es decir, P(tx) = t"P(x). Si el espacio es Banach,
entonces el espacio P("™X) se convierte naturalmente en un espacio de Banach bajo la norma
1P| = suppycy |P(@)])-

Una de las dificultades que surgen al calcular la 6rbita de un polinomio m-homogéneo es que
las iteraciones de un polinomio m-homogéneo ya no son m-homogéneas sino m™ homogéneas.

Esto se sigue facilmente por induccién ya que

n—1 n—1

P'(tz) = P(P" " Y(tz)) = P™" P V(z)) = (™" )" P"(z) = ™" P (z) = ™" P"(x).

1.3.1. Orbitas de polinomios homogéneos en espacios normados

Bernardes descubrié la primera obstruccién en la busqueda de polinomios homogéneos hi-
perciclicos en [21], donde demostré que ningin espacio normado puede admitir un polinomio
homogéneo hiperciclico (no lineal). Proporcionamos una versién ligeramente modificada de su re-

sultado (ver también cite [Lemma 1.2] Ued94 para una resultado finito dimensional relacionado).

Proposicién 1.3.2. Supongamos que X es un espacio normado y P un polinomio homogéneo no
. Entonces P(rpBx) S By,. Ademds, P"(z) — 0 para todo x enrpByx.

lineal y que rp =
HPHW

Demostracion. Sea x € rpBx. Es suficiente mostrar que |P(z)| < rp. De hecho,

m 1
IP@)] < |Pllz|™ < [ P||P|™F = |P|=% = rp.

Ahora si x € rpByx, entonces explotando la m™ homogeneidad de P™ obtenemos que,
Jal rp* H I

Definicion 1.3.3. Dado un espacio de Banach X y un polinomio homogéneo P, diremos que rp

O]

es el radio limite de P y que rpBx es la bola limite de P.

Corolario 1.3.4. Ningin polinomio homogéneo de grado = 2 definido en un espacio normado

puede ser hiperciclico.
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A pesar de este hecho restrictivo, Bernardes mostro la existencia de orbitas que oscilan entre
la bola limite y el infinito. También demostré que cada espacio de Banach infinito dimensional y

separable admite un polinomio homogéneo superciclico.

Proposicién 1.3.5 (Bernardes). Para cada m eziste un polinomio homogéneo P € P(™{3) y un

vector y € {y tal que
limsup [P"(y)| = +o0 and lHminf |[P*(y)| = rp.
n n

Teorema 1.3.6 (Bernardes). Sea X un espacio de Banach de dimension infinita y separable.

Entonces, para cualquier m > 0 X admite un polinomio superciclico homogéneo m.

Mis recientemente, Peris, Kim y Song [64] [65] demostraron que todo espacio de Banach sepa-
rable y de dimensién mayor que uno admite polinomios homogéneos numéricamente hiperciclicos
. Kim, Peris y Song introdujeron recientemente la nocién de hiperciclicidad numérica en [64] para
operadores lineales. Una aplicacién F' : X — X se llama numéricamente hiperciclica siempre
que haya vectores © € Sy y z* € Sxx de modo que z*(z) = 1 y tal que la 6rbita numérica
Norbp(z,z*) := {x*F"(x) : n € Ny} es densa en C.

1.3.2. Polinomios homogéneos hiperciclicos en espacios de Fréchet

Si el espacio es de Fréchet no normable entonces el espacio puede soportar polinomios ho-
mogéneos hiperciclicos. El primero en buscar este fenémeno fue Peris en [77]. Naturalmente, el

espacio donde lo buscaba era H(C). El polinomio que pensé que era hiperciclico era

2 w2
j=0 j=0
Desafortunadamente hubo un error en su prueba y el polinomio no fue continuo. Luego buscé
en el espacio CN, el espacio de sucesiones dotado con la topologia de la convergencia puntual,

donde logré encontrar un polinomio hiperciclico homogéneo [78].
Teorema 1.3.7 (Peris). Sea X = CN. Entonces el polinomio homogéneo

P:x,—x, (1.3)
es cadtico.

Después de este resultado aparecieron otros ejemplos positivos. En [73] Martinez- Giménez
y Peris estudiaron los espacios de Kothe donde el operador coshift a la potencia emésima hi-
perciclico. Notar que los polinomios definidos en ((1.2]) y (1.3]) son casos particulares de este tipo

de polinomios.

Definicién 1.3.8. Una matriz infinita a;y se llama matriz de Kothe si para todo j, k, 0 < ajj <
ajk+1 Y para todo j existe k para el cual ajp, > 0. Dada una matriz de Kothe A definimos €,(A) y

co(A) como los espacios de Fréchet £,(A) := {(x;); : para cada k x;-a; 1 € £y} con las seminormas

dadas por py(x) = |z; - ajillp. De forma andloga, definimos co(A).
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Ejemplos de espacios de Kéthe son CN, H(C) y H(D).

Teorema 1.3.9 (Martinez-Giménez y Peris). Sea (a;);r matriz de Kithe P e P(™({p(A))

el polinomio dado por P(x,) = x]" ;.
1) Entonces P es continuo si y solo si

s
Yk dn > k tal que sup]—T;Lk < 0.
jeN Qg

11) Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1) P tiene un punto periddico distinto de cero;
2) para cada k € N la sucesion (a;);j € {p;
3) Lo < €,(A) candnicamente y

4) P es cadtico.

Este teorema proporciona una amplia clase de ejemplos de espacios no normables que admiten
un polinomio homogéneo hiperciclico. Al considerar A una matriz tal que por cada k exista j(k)
tal que a; = 0 para todo j > k recuperamos el Ejemplo en CN y considerando ajr =e f=ik
tenemos que H (D) admite un polinomio homogéneo hiperciclico.

Aron y Miralles dieron otro ejemplo positivo de un polinomio homogéneo hiperciclico [6] en

los espacios C(*R).

Teorema 1.3.10 (Aron-Miralles). Sea X = Cc(¥ zR), el espacio de k -funciones diferenciables

en la recta real. Entonces, para cada m € N, el polinomio P(f)(z) = f(z + 1)™ es cadtico.

Este teorema parece proporcionar un candidato natural para que un polinomio homogéneo
sea cadtico en el espacio de funciones complejas H(C). Sin embargo, como veremos en el capitulo

la rigidez de las funciones holomorfas impone varias restricciones y evita la hiperciclicidad de
1" en H(C).

1.3.3. Polinomios hiperciclicos

Si el polinomio no es homogéneo, un espacio de Banach puede admitir polinomios hiperciclicos.
Esto fue observado por primera vez por Peris [79] donde demostré primero que el polinomio
P(z) = ((z2+1)? = 1,(z3 + 1) — 1,...) es cadtico en ¢, y luego estudié los polinomios P(z) =
(p(x2),p(x3),p(x4),...), donde p : C — C es un polinomio fijo tal que p(0) = 0. Encontr6 una
sorprendente conexién entre el conjunto de Julia de p y la dindmica inducida por P.

Dada una funcién compleja f € H(C), entonces el conjunto Fatou de F es el conjunto

Fy:={z: la familia {f" : n € N} es normal en un entorno de z}.
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El conjunto de Julia de f es el conjunto Jy := C\Fy. Un punto k -periédico z se llama repelente
siempre que | f*)(z)| > 1. Los siguientes teoremas aclaran la conexién entre los conjuntos de Julia

y los puntos repelentes y la importancia de Jy.

Teorema 1.3.11. Sea f € H(C). Entonces J; = {z:z es un punto fijo repelente de f} y f :

Jy — Jy es transitivo.

Teorema 1.3.12. Sean p : C — C un polinomio tal que p(0) = 0 y P € P({,) dado por
P(z) = (p(z2),p(x3),...). Entonces,

1) P es cadtico en el sentido de Auslander y Yorke si y solo si 0 pertenece al conjunto de Julia

depy
11) si 0 es un punto fijo repelente de P, entonces P es (Devaney) cadtico.

Después de este resultado, Martinez-Giménez y Peris estudiaron los espacios de Kothe para
los cuales el polinomio P(x) = ((z2 +1)™ — 1, (x3 + 1)™ — 1,...) es hiperciclico y cadtico [73] y
luego demostraron que todo espacio complejo de Banach separable e infinito dimensional admi-
te un polinomio hiperciclico [72]. M4s recientemente, Bernardes y Peris estudiaron polinomios
que tienen un componente muy lineal [22]. Esto les permitié exhibir polinomios frecuentemente

hiperciclicos y polinomios distribucionalmente cadticos.

Teorema 1.3.13. Sea X un espacio infinito dimensional (complejo o real) de modo que admita
un operador lineal T que satisfaga una de las siguientes propiedades: es hiperciclico, es cadtico,
es frecuentemente hiperciclico, es distributivamente cactico. Entonces X admite un polinomio P
(dependiendo de T') que satisface la misma propiedad. En particular, todo espacio de Fréchet de

dimension infinita y separable admite un polinomio hiperciclico.
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Capitulo 2

Orbitas de polinomios homogéneos

en espacios de Banach

En este capitulo estudiaremos érbitas de polinomios homogéneos (no lineales) en espacios de
Banach. Ninguna 6rbita inducida por un polinomio homogéneo en un espacio de Banach puede
ser densa, debido a que cualquier érbita que interseca a la bola limite tiende a cero. Sin embargo el
comportamiento de las érbitas contenidas en el complemento de la bola limite puede ser no trivial.
Evidencias de este hecho son los resultados de Bernardes [21], que probé la existencia de 6rbitas
que oscilan entre la bola limite e infinito y la existencia de polinomios homogéneos superciclicos.
Miés recientemente Kim, Peris y Song [64] [65] probaron que todo espacio de Banach separable y
de dimension mas grande que 2 admite un polinomio homogéneo numericamente hiperciclico.

Es natural entonces preguntarse que tan grandes y complicadas pueden ser las érbitas que
nunca intersecan a la bola limite. Por ejemplo, podemos plantear la existencia de 6rbitas que im-
pliquen alguna propiedad débil de hiperciclicidad. En particular, podemos formular las siguientes

preguntas:

(1) El Teorema de Bourdon-Feldman (Teorema [1.2.20] ) establece que una érbita inducida por
un operador lineal que es en algin lugar densa es en realidad densa ;Existen polinomios

homogéneos con érbitas en algin lugar densas?

(11) Feldman mostré que si un operador lineal es d-hiperciclico para algin § > 0 (i.e. un operador
con una 6rbita que interseca a cualquier bola de radio J) entonces es hiperciclico ( Teorema
1.2.33)) ; Existen polinomios homogéneos d-hiperciclicos en espacios de Banach?

(1) jHay polinomios homogéneos débil hiperciclicos?

(1v) Recientemente, Charpentier, Ernst y Menet [39] caracterizaron los conjuntos I' © C para
los cuales todo operador I'-superciclico (i.e. operadores T tal que I' - Orbp(z) es denso
para algin x) es hiperciclico jPara que conjuntos I' ¢ C existen polinomios homogéneos

I"-superciclicos?
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Capitulo 2. Orbitas de polinomios homogéneos en espacios de Banach

Para estudiar estas preguntas proponemos una nocién de conjunto de Julia asociada a poli-
nomios homogéneos en espacios de Banach. De sus propiedades elementales deducimos que toda
orbita inducida por un polinomio homogéneo es nunca densa. Deducimos entonces que la respues-
ta a es negativa. Luego, un estudio cuidadoso del conjunto de Julia de un polinomio homégeneo
muy simple como en £, que es el producto entre el coshift y un funcional, nos permite probar
que el polinomio es d-hiperciclico, débil hiperciclico y I'-superciclico para cualquier conjunto I
que es no acotado o tal que 0 no es punto de acumulacién de I'. Mas ain estas propiedades
son realizadas por la misma érbita. Finalmente, probamos también que tal polinomio existe en
cualquier espacio de Banach separable y de dimensién infinita.

Los contenidos de este capitulo estdn basados en el trabajo [37].
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2.1. Conjuntos de Julia para polinomios homogéneos en espacios de Banach

2.1. Conjuntos de Julia para polinomios homogéneos en espacios
de Banach

Una propiedad distintiva de la dindmica inducida por una funcién holomorfa en el plano
complejo es que podemos separar al dominio en dos conjuntos completamente invariantes: El
conjunto de Julia, que es cerrado, no vacio, perfecto, con comportamiento cadtico ( y luego
donde la dindmica interesante ocurre) y el conjunto de Fatou, que es abierto con comportamiento
regular. A lo largo de los anos aparecieron muchas generalizaciones a varias variables y no hay
un concenso uniforme de la correcta definicién de conjunto de Julia en este contexto.

Recordemos que si P es un polinomio homogéneo en un espacio de Banach X, entonces
llamamos rp = HPHﬁ al radio limite y rpBx es la bola limite. Si una érbita interseca a la
bola limite, entonces nunca se va de ella y se ve forzada a tender a cero. Esto nos permite
separar naturalmente al sistema dindmico en dos sistemas diferentes. Por un lado tenemos Ap :=
Unso P"(rpBx) = {z € X : P"(x) — 0}. Este conjunto es claramente abierto, P-invariante
y es por definicién la base de atracciéon del 0. Por otro lado tenemos su complemento, A% =
{z:|P"(x)| = rp ¥Yn = 0}. Este conjunto es cerrado y es también P-invariante. Proponemos la

siguiente definicion.

Definicién 2.1.1. El conjunto de Julia asociado a un polinomio homogéneo P en un espacio

normado es el conjunto Jp := 0Ap.

Como muestra el siguiente resultado, cualquier érbita con dindmica interesante yace en el

conjunto de Julia.

Proposicion 2.1.2. Sea P un polinomio m-homogéneo en un espacio normado. Si x ¢ Jp

entonces 6 bien lim P"(z) = oo 6 lim P™(z) = 0.

Demostracién. Sea x ¢ Jp y supongamos que P"(z) - 0. Entonces z ¢ Ap y en consecuencia
hay un 0 < ¢t < 1 con tx ¢ Ap. Esto implica por la Proposicion que, para cualquier n,
[P (tx)| = rp. Concluimos que | P"(x)| = m%HP"(tJ:)H > tm%rp — 0. O

Notemos que, en particular, los vectores periddicos y orbitas con puntos de acumulacién tienen
que pertenecer a Jp.

En el contexto de operadores lineales, un vector irregular es un vector que satisface lim inf,, |77 (z)| =
0 mientras limsup,, |77 (z)| = oo, ver [15] 16} 20]. Estas condiciones son incompatibles para po-
linomios homogéneos no lineales en espacios de Banach. En vista de la Proposicién resulta
natural proponer la siguiente definicién de vector irregular para polinomios homogéneos. Notemos

que cualquier vector irregular debe pertenecer a Jp.

Definicién 2.1.3. Decimos que un vector es irreqular para un polinomio homogéneo P siliminf, |P"(z)| =

rp y limsup, [P (z)| = .

Podemos considerar también la base de atraccién del infinito. Definimos Rp como el conjunto

abierto maximal tal que cualquier 6rbita tiende en norma a o0, esto es, Rp = {x € X : existe r >
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Capitulo 2. Orbitas de polinomios homogéneos en espacios de Banach

0 tal que |P™(y)|| — oo para cualquier y € B,(x)}. Por definicién Rp es abierto y contenido en
7 C

Ap'.
Proposiciéon 2.1.4. Sea P un polinomio m-homogéneo en un espacio normado X . Entonces, X
es la union disjunta de Ap, Jp y Rp.

Demostracion. Es suficiente probar que (A%)° = Rp. Como Rp es abierto y Rp n Ap = &

o o

, existe un € > 0 con Be(z) n Ap = .
Pr(y)| — co. Como y ¢ Ap,
P"(y) — oo0. Luego = € Rp. O

tenemos que Rp < (A%)°. Reciprocamente, si z € (A%)

Sea y € B¢(x), por la proposicién anterior 6 bien P"(y) — 0 6

El sistema dindamico inducido por un operador lineal T'y AT pueden llegar a ser completamente
diferentes. En efecto, si |AT| < 1 entonces cualquier érbita tiende a 0 mientras que 7' puede
admitir 6rbitas densas. Este no es el caso para polinomios homogéneos. El mismo fenémeno

ocurre para operadores bilineales (ver [56]).

Proposicién 2.1.5. Sea P un polinomio m-homogéneo, m > 1. Entonces para cualquier A # 0,
AP es conjugado a P bajo un isomorfismo lineal.

1
m—1

-raiz de \. El siguiente factor sirve, ¢(z) = —i—=z. En

Am—1

1 )
Demostracion. Sea Am—T cualquier

efecto,

AP (A:’J ~ 2 P@)= L P)

El conjunto de Julia es preservado por conjugacion si el factor es un isomorfismo lineal.

Lema 2.1.6. Sean Q y P polinomios homogéneos tal que Q es conjugado a P via un isomorfismo

lineal. Entonces ¢(Ap) = Ag, ¢(Jp) = Jg, ¢(Rp) = Rg.

Demostracion. Como ¢ es un isomorfismo, es suficiente probar que ¢(Ap) < Ag y ¢(Rp) < Rg.
Sea x € Ap, luego |Q™(d(z))| = |6(P"(x))| < [|¢||P"(x)| — 0. Tenemos entonces que ¢(x) €
Ag. Consideremos ahora zg € Rp, y sea € > 0 tal que |P"(z)| — o para todo z € Be/(xz). Sea

¢ > 0 tal que ¢~ ! (Be(¢(z0)) S Be(wo). Luego para y € Be(d (o)), [Q"(y)| = Q" (6(¢~ ()] =
[6(P™ (¢~ (y))), y entonces |Q"(y)| — o porque ¢ es un isomorfismo y ¢~'(y) € Be(wp). O

Corolario 2.1.7. Sea P un polinomio m-homogéneo, m > 1 y A # 0. Entonces Jyp = L Jp.
Am—T

Lema 2.1.8. Si x € Ap entonces tx € Ap para todo |t| < 1, si x € Rp entonces tx € Rp para
todo |t| = 1.

Demostracion. Seax € Apy |t| < 1. Entonces |P™(tx)| < ||[P™(z)| — 0. En consecuencia tenemos
que tx € Ap. Supongamos ahora que z € Rp Y [t| > 1. Existe € > 0 tal que |P"(y)| — oo para
todo y € Be(x). Sea y € Be(tz), luego

, y
HZ - x” <ey [Py = |P" (Z) o
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Fl siguiente resultado muestra que el conjunto de Julia de un polinomio homogéneo comparte
algunas de las propiedades del conjunto de Julia asociado a funciones holomorfas en el plano

complejo.

Proposicién 2.1.9 (Propiedades de Jp). Sea P un polinomio homogéneo no lineal. El conjunto

de Julia Jp satisface las siguientes propiedades:
i) es cerrado con interior vacio;
ii) es P-invariante;
ii1) es perfecto;
i’l)) J pn = J P-

Demostracion. i) Esto es claro ya que Jp es la frontera de un conjunto abierto.

ii) Notemos primero que y € Ap si y sélo si P(y) € Ap. Luego, si € Jp entonces P(z)
no pertenece a Ap. Por otro lado, existe (an)n c Ap tal que a, — x. Luego P(an) pertenece
también a Ap y P(a,) — P(x). Tenemos encontonces que P(zx) € Jp.

iii) Notemos que si x € Jp entonces Az € Jp para todo |A| = 1.

iv) Es suficiente mostrar que Apn = Ap. Claramente si P*(z) — 0 entonces (P")*(z) — 0
y luego Ap € Apn. La reciproca se sigue gracias a la existencia de la bola limite (Proposicién
. Si P (z) — 0 entonces Orbpn(z) interseca a la bola limite de P y luego P™(x) tiende a

cero. O

En contraste con el caso unidimensional, el conjunto de Julia puede ser vacio. En efecto, si
P € P(%4;45) es definido como P(x) = (z3,23,23,...), entonces P"(x) — 0 para todo = € ls.
Luego Ap =lsy Jp = Rp= (.

Proposicién 2.1.10 (Bernardes). Sea P € P(?(,), P(x) = (23,23,...). Entonces P"(z) — 0

para cualquier x € £y.

Demostracion. Sea ng tal que |x,| < 1 para todo n = ng. Entonces para todo n > ng tenemos
que [|P"(2)] < [(25)jzn+1lp — 0. =

Un conjunto A es completamente invariante via P si P(A) € Ay P7'(A) < A. El con-
junto de Julia de un polinomio homogéneo no tiene porque ser completamente invariante, como
mostraremos en el Ejemplo [2.2.21] Por otro lado, bajo ciertas condiciones sobre P, Jp resulta

completamente invariante.

Proposicién 2.1.11. Sea P € P("X; X). Si P es abierto o si Rp = & entonces Jp es comple-

tamente tnvariante.

Demostracion. Sea x € X tal que P(x) € Jp. Supongamos que z ¢ Jp. Tenemos entonces que
xreApoxe Rp.Size Ap, P"(z) — 0y luego P(z) € Ap. Si Rp = (J esto implica que x € Jp.
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Si Rp # &y © € Rp, hay un € > 0 tal que |[P"(y)| — oo para todo y € Bc(z). Como P es
abierto, P(B(z)) es un entorno abierto de P(x) y P"(z) — o para todo z € P(B(x)) y luego
P(I) € RP. ]

Como Jp tiene interior vacio, podemos deducir un corolario simple pero al mismo tiempo

importante, que implica una respuesta negativa a la pregunta |(1)| planteada en la introduccién.

Corolario 2.1.12. Sea X un espacio normado, y P € P(™X; X), m > 2. Los siguientes conjuntos
son nunca densos: toda orbita inducida por P, el conjunto formado por los vectores irregulares,

el conjunto formado por los vectores periodicos.

Demostracion. Los vectores periddicos e irregulares estan contenidos en el conjunto de Julia, que
es nunca denso. Para que una orbita sea en algin lugar densa, no puede tender ni a infinito ni a

cero. Luego tiene que pertenecer al conjunto de Julia, que tiene interior vacio. O

Es natural preguntarse que tan grande puede ser el conjunto de Julia (o la clausura de una
érbita). Sabemos que no contiene puntos interiores. En la siguiente subseccién veremos algunos
ejemplos de conjuntos de Julia, pero veamos primero que ningtin multiplo de la esfera limite

puede estar contenido en el conjunto de Julia. Para ello necesitaremos el siguiente resultado.

Proposicién 2.1.13. Sea P un polinomio m-homogéneo y sea z € Jp tal que tz € Jp con
0 < |t| < 1. Entonces P"(z) — o0. En consecuencia six € X, y € Orbp(z) y0 < |t| < 1, entonces

ty no es un punto de acumulacion de Orbp(x).

Demostracion. Sitz € Jp entonces |P"(tz)| = rp para todo n € N. Luego,

1 rp
[P ()] | P (t2)] = — 0.

S [t

Para la tltima afirmacién, supongamos lo contrario. Se sigue que y € Orbp(x) < Jp. Como Jp
es cerrado, ty € Jp. Luego, P"(y) - 0. Esto es una contradiccién ya que ty es un punto de

acumulacién de Orbp(y). O

Veremos en la préxima seccién (Observacién [2.2.18)) que es posible que una érbita de un punto

y se acumule en ty con |t| = 1 (Veremos de hecho un ejemplo que se acumula en todo tal miltiplo)

1
Corolario 2.1.14. Sea P un polinomio m-homogéneo y sea s # rp = |P| m=1. Entonces

sSx & Jp. En particular, sSx no esta contenido en la clausura de ninguna orbita de P.

Demostracion. Para s < rp el resultado es consecuencia de la Proposicion Supongamos
que existe s > rp tal que sSx < Jp. Por la Proposicién [2.1.13] si ||z| > s entonces P™(z) — o0.
Luego {||z| > s} = Rp, y como Jp es invariante, P(sBx) < sBx.

Como s™ 1| P| = ig: > 1, existe un xg € Sx con |P|| < s™ | P||P(zo)|. Luego,
g
1P (sz0)| > WHPH =S,
que es una contradiccion. O

26



2.1. Conjuntos de Julia para polinomios homogéneos en espacios de Banach

En la dltima proposicién fue importante que s # rp, y no es cierta para s = rp. En efecto,
tenemos el siguiente ejemplo simple: sea X = (2 = (C",| - ||x) y P : X — X el polinomio
2-homogéneo definido como P(z1,...,2,) = (23,...,22). Como |P| = 1, la esfera limite es la
esfera unitaria y es muy facil mostrar que coincide con Jp. Si n = 1, el polinomio es P(z) = 2>
definido en C. En este ejemplo trivial Jp = T, y mds atn P|r es el "doubling map” en el toro, que
es mixing y luego tiene érbitas densas. No sabemos si hay un ejemplo no trivial de un espacio de
Banach complejo X y un polinomio homogéneo P en X teniendo una Orbita densa en su esfera
limite. Notar que tal polinomio tiene que satisfacer que rpSx = Jp es completamente invariante

(y luego para todo x € X, |P(x)|| = | P||z|™) y que P|,,s, es transitivo.

2.1.1. Ejemplos de conjuntos de Julia

En el siguiente ejemplo, el conjunto de Julia contiene un hiperespacio afin.

Ejemplo 2.1.15. Sea X un espacio de Banach de dimensién infinita. Tomemos ¢ € X* y xq tal
que ¢(x¢) = 1. Como Ker(p) es un espacio de Banach de dimensién infinita, por [2, [I8] existe

un operador hiperciclico T': Ker(¢) — Ker(y). Definimos P € P("X; X) como
P(z) = p(x)"z0 + ¢(x)" T (x — p(z)z0)-
Luego Jp = Tz @ Ker(yp) y P|j, es transitivo.

Demostracion. Comenzamos estudiando Ap y Rp. Sea x = Axg+y con A € Cy y € Ker(y).
Luego

Pr(x) = A\ 2o + AT (y). (2.1)

Si [A| < 1 tenemos que ||P™(x)| < [A™" |lzol| + [N 7| T (y)|™ — 0. Luego Ap < {z : |p(x)| < 1}.

Consideremos ahora en X la siguiente norma equivalente |z]s, := max{|p(z)||xol, |z —
o(x)zo|}. Por el Lemma [2.1.6, Rp, Ap y Jp son invariantes via normas equivalentes. El con-
junto {x : |p(z)| > 1} es abierto y, por (2.1, si [p(z)| > 1 entonces |P™(z)|qs — o0. Concluimos
que {z : |p(z)| > 1} < Rp, y {z: p(x) e T} = 0Ap = Jp.

Finalmente veamos que P \Tmo@Kﬂ(w es transitivo. Recordemos que para cualquier conjunto
abierto W < T, existe un ng tal que T < W™" para todo n > ng. Sean U y V conjuntos abiertos
en Txg + Ker(y). Considerando la norma | - | en X, podemos suponer que U = (U, Us),
V = (V1,Va) con Uy, Vi € Txgy, Us, Vo © Ker(p), siendo todos ellos conjuntos abiertos. Sea
no € N tal que T < U{nn_l para todo n = ng. Debido a que T es transitivo, hay un n; > ng € N
con Vo n T™M(Us) # &.

Notemos que por (2.1),
P (U x Up) = {A™ " g + XN 1T (y) - Az e Uy, y € Up} = Tag x TT™ (Us).
Luego, P"(Uy x Ug) n' Vi x Vo # (. O
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Bernardes prob6 en [2I, Theorem 2] que si X es un espacio de Banach separable e infinito
dimensional entonces X admite un polinomio homogenéneo no lineal que es superciclico.

Notemos que el hecho de que P|ry @xer(,) Sea transitivo implica en particular que P es
superciclico (ademds R -superciclico, ver [I7]). Mds atn, usando [31], tal polinomio se puede
construir en cualquier espacio de Fréchet separable de dimensién infinita. Luego hemos dado una

prueba simple y una extensién de [2I, Theorem 2.

Proposicion 2.1.16. Sean m = 2 y X un espacio de Fréchet separable e infinito dimensional.

Entonces X admite un polinomio m-homogéneo que es R, -superciclico.

Observacién 2.1.17. El estudio de la dindmica de los polinomios homogéneos esta estrechamente
relacionado con el estudio de las iteraciones de aplicaciones holomorfas y meromorfas en espacios
proyectivos. Cada aplicacién meromorfa en P¥ admite un levantado en C*¥*! que es un polinomio
homogéneo. Mas atin, un polinomio homogéneo en C¥*1 es superciclico si y sélo si su aplicacién
asociada en el espacio proyectivo tiene una érbita densa en P*. El primer ejemplo de tal aplicacién
fue construido por Lattes en P! y esto puede también ser realizado en P¥, ver [47]. Luego,
conocemos también la existencia de polinomios homogéneos superciclicos en espacios de dimensién
finita.

Decimos que una aplicacion f : X — X definida en un espacio métrico es distribucionalmente
cadtica si existe un conjunto no contable I' € X y € > 0 tal que para todo 7 > 0 y todos z,y € I’

tenemos que

lim sup %#{0 <i<n—1:d(fi(z),fi(y) <7}=1
limninf%#{o <i<n—1:d(fi(2), fi(y) <e} = 0.

Si tal conjunto I' es un subespacio cerrado, entonces decimos que I' es un subespacio distri-
bucional irreqular. La nocién de caos distribucional fue introducida por Schweizer y Smital en
[86] para espacios métricos, pero tiene sentido considerla para operadores lineales en espacios de
Banach y de Fréchet. Fue de hecho considerada por varios autores, ver por ejemplo [16, 23] 20].
Los primeros en estudiar polinomios distribucionalmente cadticos fueron Bernardes y Peris en
[22], donde probaron (entre otros resultados) que todo espacio de Banach, separable y de dimen-
sién infinita, admite un polinomio (no-homogéneo) distribucionalmente caético con un subespacio
distribucional irregular denso. Como todo espacio de Banach, separable e infinito dimensional,
admite un operador lineal con un subespacio distribucional irregular denso (ver [16, Theorem
35]), el Ejemplo nos permite probar que todo espacio de Banach, separable y de dimensién

infinita, admite un polinomio homogéneo que es distribucionalmente cadtico.

Proposicion 2.1.18. Sea X un espacio de Banach separable y de dimension infinita. Entonces
X admite un polinomio homogéneo de grado arbitrario que es distribucionalmente cadtico y que

tiene un subespacio afin distribucional irreqular que es denso en un hiperespacio afin.
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2.1. Conjuntos de Julia para polinomios homogéneos en espacios de Banach

Bernardes en [2I, Proposition 5] mostré un ejemplo de un polinomio homogéneo P con un
vector irregularzy. En su ejemplo, Orbp () no tiene puntos de acumulacién y més atin, la sucesién
(| P™(x0)|)n es una sucesién no acotada de niimeros positivos cuyo tinico punto de acumulacién
es rp. A continuacién, presentaremos un ejemplo de un polinomio homogéneo de norma 1 ( y

luego rp = 1), con un vector irregular x tal que Orbp(x) es un hiperespacio afin que interseca a

la esfera limite, y luego {|P"(z)| : n € N} = [rp, o0).

Ejemplo 2.1.19. Sea P el polinomio m-homogéneo definido en el Ejemplo Tomemos
m=2 X =10,z =e1,p=c¢|,yT: Ker(p) = ¢1(Ns2) — ¢1(N>2) el operador hiperciclico
(1+€)B, donde B es el coshift en ¢;(N>2) y 0 <e < 1.

Entonces |P| =1y Jp = Te; + Ker(e}).

Como P|j, es transitivo, existe una drbita cuya clausura contiene un hiperespacio afin que

interseca a la clausura de la bola limite. En particular existe un vector irregular x tal que
{|P™(z)| : ne N} es [1,00) = [rp,0).

Demostracion. Debemos probar solamente que ||P| = 1, ya que las otras afirmaciones fueron
probadas en el Ejemplo
Sea z € Sy, y supongamos que = Ae; + 7y, donde v € Ker(e}) y |A| + |v[1 = 1. Luego

[P@) = N[+ AN+ &) B((v))llr < A + (L + A (1)) 1,

y A+ (m)nlr = 1.

Tenemos entonces que |P| es menor o igual al méximo de la funcién f(s,t) = s? + (1 + €)st
restringida a s+t=1,s >0y t > 0. Como 0 < € < 1, este maximoo es 1.

Por otro lado, P(e1) = ey, y luego ||P|| = 1. O

Es posible también construir polinomios m-homogéneos andlogos en X = ¢, 1 < p < o0, si
m > (1 + €)P.

En [78] fue mostrado que el polinomio definido como el coshift a la m potencia, actuando
en el espacio (no normable) de Fréchet CN es cadtico (ver también [73]). En £, (p < o) o ¢g la
dindmica de este polinomio es trivial ya que toda érbita tiende a 0, i.e. Ap es todo el espacio
y el conjunto de Julia es vacio. El siguiente ejemplo analiza este polinomio en el espacio de las

sucesiones convergentes.

Ejemplo 2.1.20. Tomemos X = c el espacio de sucesiones convergentes y consideremos el
polinomio m-homogéneo definido como el coshift a la m potencia, esto es, P(x); = z7 ;. Entonces
Ap = {(aj); : [Mimj a;| <1}, Jp = {(aj); : |Mmj a;] = 1}, Rp = {(a;); : |Mm; a;| > 1} y Pl es
transitivo.

Demostracion. Observemos primero que |[P| =1 =rp.

Sea (ap)n € ¢ con L = |lima,| < 1. Sea ny € N tal que |a,| < § < 1 para todo n = ny.
Entonces | P"((an)n)]w < 6™ — 0. Esto implica que {(a;); : |lim; a;| < 1} € Ap. Similarmente
Rp < {(a;); : |lima;| > 1}. Finalmente como {(a;); : |lima;| = 1} < JdAp se sigue que
Jp = {(a;); : |lima;| = 1}.
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Probemos ahora que P|j, es transitivo. Notemos que A := {a + €1 : a € cgo, 0 € [0,27]} es
denso en Jp, donde 1 es el vector con coordenadas [1]; = 1 para todo i.

Sean U, V conjuntos abiertos y v + €1 e V n A. Sea € > 0 con Bc(v + €%2) < V. Como la
aplicacién ® : T — T, ®(e?) = ™ induce un sistema dindmico mixing, existe un u+e11 e UnA
tal que la ®-érbita de €' es densa en T. Supongamos que u = Z;qul Uper VU = Zszl Vg€
1

. 1
+-raiz de a de modo que a» — 1, cuando

. 1
Para todo 0 # a € C y n € N consideramos a» una

n — o0. Existe entonces ng > N tal que para todo n = ng, el vector x, pertenece a U, donde

N . n A N+n A L 0 A
Ty 1= Z (ug + €)ey + Z ey + Z (Vp—ne %2 4 1)mmeif1e, + Z ey
k=1 k=N+1 k=n+1 k=N+n+1
Luego
. N . . w . .
|P™(zn) — v — €21 = | Y (vpe 2 + 1)1 ¢, + Z M ey — v — €021,
k=1 k=N+1

o0
= | D] ve(e™ ™€) = D)er + D (D"(e") — e)ep oo
k=1 k=1

[v]co + 1|7 () — €.

M=

<(

Por la eleccién de #; podemos tomar n > ng tal que |®"(e1) — 92| es arbitrariamente chico, de

modo que P"(z,) pertenece a V. O

2.2. Polinomios homogéneos J-hiperciclicos, debil hiperciclicos

y I'-superciclicos

Ningin polinomio homogéneo en un espacio de Banach puede ser hiperciclico. Es natural
entonces preguntarse si pueden satisfacer una nocién débil de hiperciclicidad. En esta seccién
mostraremos un ejemplo simple de un polinomio homogéneo que es al mismo tiempo d-hiperciclico,
débil hiperciclico y I'-superciclico para todo I' € C que es no acotado o que 0 es punto de
acumulacién de I'. Recordemos algunas definiciones bésicas.

Sea X un espacio de Banach. Decimos que un conjunto A < X es d-denso para § > 0 si
se cumple que para todo x € X existe a € A tal que || — al| < §. Decimos que una aplicacién
P : X — X es d-hiperciclico si existe x tal que Orbp(x) es d-denso en X. En este caso, diremos
que x es un vector d-hiperciclico para P.

Este fenémeno fue estudiado por N. Feldman en [48] en el contexto de operadores lineales en
espacios de Banach. Alli prob6 que un operador lineal es hiperciclico si y sélo si es d-hiperciclico.

Una aplicacién P : X — X es débil hiperciclica si existe z € X tal que Orbp(x) es densa
con respecto a la topologia débil. Como la topologia inducida por la norma es mas fuerte que
la topologia débil, es claro que toda aplicacion hiperciclica es débil hiperciclica mientras que la
reciproca es falsa. En [38] los autores encontraron el primer ejemplo de un operador que es débil

hiperciclco pero no hiperciclico.
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También consideraremos la nocién de I'-superciclicidad. Si I' € C, diremos que una aplicacién
P : X — X es I'-superciclica si existe x € X (llamado vector I'-superciclico) tal que I' - Orbp(z)
es denso en el espacio. En el caso particular en el que I' = C o I' es un singleton recuperamos
las nociones de superciclicidad e hiperciclicidad respectivamente. Un resultado importante de
I-superciclicidad, para I' = T, se debe a Ledén Saavedra y Miiller [68], donde probaron que
un operador lineal es T-superciclico si y sélo si es hiperciclico. Extenderemos este resultado a
polinomios homogéneos en espacios de Fréchet arbitrarios en la Proposicién 2.2.7] El caso en el
que I' = R, el fendmeno es también llamado positivamente superciclico (ver [17, 83]). Para T
general, el concepto de I'-superciclicidad fue recientemente introducido por Charpentier, Ernst
y Menet en [39]. Ellos probaron que, para operadores lineales, los conjuntos I' € C tales que I'-
superciclicidad es equivalente a hiperciclicidad son exactamente los conjuntos I' que son acotados
y tales que 0 no es punto de acumulacién de I'.

Todo espacio de Banach separable y de dimensién infinita admite un polinomio homogéneo
superciclico (ver [21I] o Proposicién , pero ningun polinomio homogéneo puede ser hi-
perciclico. En otras palabras esto quiere decir que hay polinomios homogéneos C-superciclicos
mientras que ningin polinomio homogéneo es {x}-superciclico. Es natural entonces preguntarse
para que conjuntos I' € C es posible encontrar polinomios homogéneos I'-superciclicos en espacios
de Banach.

2.2.1. Observaciones sobre /-hiperciclicidad

Notemos que si x es un vector d-hiperciclico, entonces x € Jp. En efecto, en caso contrario
P"(xz) - w0 o P"(x) — 0 contradiciendo la §-densidad de Orbp(x).

Si Rp # (J, observemos que Rp contiene bolas de radio arbitrariamente grande. En efecto,
si Be(y) S Rp entonces By (ty) S Rp para todo [t| > 1. Podemos encontrar entonces bolas de
radio arbitrariamente grande que no intersecan a Jp. Como todo vector d-hiperciclico pertenece

a Jp, se sigue que el polinomio no es §-hiperciclico, y entonces tenemos lo siguiente.
Observacién 2.2.1. Si Rp # (J entonces P no es d-hiperciclico.

Proposicién 2.2.2. Sean X,Y espacios de Banach, F': X — X y G : Y — Y aplicaciones
continuas tales que G es cuasiconjugado de F via un operador linear ® : X — Y. Si F es

d-hiperciclico entonces G es (8| ®| + €)-hiperciclico para todo € > 0.

x-f.ox
[ [

y Sy

Demostracion. Sean x un vector d-hiperciclico para F'y € > 0. Sea y € Y y tomemos xy € X tal

que |®(z9) — y| < e. Como z es un vector d-hiperciclico, existe I > 0 tal que |F'(z) — xo| < J .
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Entonces,

|G'®(z) — y|| = [PF'(z) — y| < |®F () — B(z0)[ + |®(z0) — v)]
<dlof +e.

2.2.2. Observaciones sobre débil hiperciclicidad

Las orbitas que pertenecen a Rp tienden a infinito rdpido. Esto fuerza a que la érbita sea

débil cerrada y luego las érbitas en Rp estdn lejos de ser débil densas.
Proposicién 2.2.3. Sea x ¢ Jp. Entonces Orbp(x) es un conjunto cerrado débil.

Para la prueba vamos a necesitar el siguiente resultado, que se puede encontrar en [I3, Pro-

posicién 10.1].

Proposicién 2.2.4. Si ezisten constantes k > 0 y C > 1 tal que |z, | = kC™, entonces {z, : n €
N} es débil cerrado.

Prueba de la Proposicion[2.2.3. Si x € Ap, P"(x) — 0 y luego {P™(z) : n € N} es cerrado débil.
Si z € Rp, hay un ¢t > 1 tal que £ € Rp. Entonces |P"(z)| = t™" |P"(%)[ = t™"r,. Utilizando la

proposicién de arriba concluimos que Orbp(z). O

Corolario 2.2.5. Sea x un wvector débil hiperciclico para un polinomio homogéneo. Entonces
T € Jp.

Es sabido que los polinomios homogéneos no son necesariamente débil-débil continuos y luego
(P, (X,w)) no es verdaderamente un sistema dindmico. Sin embargo la propiedad de ser débil
hiperciclico es preserveda bajo quasiconjugacién siempre y cuando el factor ® es débil-débil

continuo y ® tiene rango débil denso.

Proposicién 2.2.6. Sean X,Y espacios de Fréchet, Pe P("X;X), Qe P("Y;Y)y®: X - Y
una aplicacion débil-débil continua con rango débil denso tal que @ es quasiconjugado de P bajo

el factor lineal ®.
x-Lt-x
® ®
y 2oy

Si P es débil hiperciclico entonces también lo es Q.

Demostracion. Sea x € X un vector hiperciclico para P. Como Orbp(x)w = X y ® es débil-débil

continuo con rango débil denso, tenemos que Y = ®(Orbp ()" = Orbg(®(x ). O
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2.2.3. Observaciones y ejemplos sobre ['-superciclicidad

Recordemos que los conjuntos I' € C tal que todo operador I'-superciclico es hiperciclico
son los conjuntos I' tal que I' es acotado y tal que 0 no es punto de acumulacién de T" [39].

Generalizamos este resultado a polinomios homogéneos en espacios de Fréchet.

Proposicion 2.2.7. Sea X un espacio de Fréchet y I' € C acotado tal que 0 no es punto de
acumulacion de I'. St P es un polinomio homogéneo I'-superciclico, entonces P is hiperciclico.
En particular, st X es un espacto de Banach entonces ningun polinomio homogéneo es I'-

superciclico para I' acotado y tal que O no es punto de acumulacion de T'.

Demostracion. Probaremos que P es transitivo. Sean U,V conjuntos abiertos y tomemos = € U

un vector I'-superciclico. Luego, hay sucesiones (ng)r < N, (0)r < [0,27) v (ri)r < R>o tal que

riet?c e 'y rpets P (x) € V para todo k € N. Notemos que 7" Fem™ x — x v luego T Kemk x
— e 9 .

pertenece eventualmente a U. Por otro lado tenemos que P™ (r;""* em™ x) = rype'® P (z) € V

para todo k € N. Concluimos que P es transitivo. O
Tenemos también el siguiente resultado.

Observacién 2.2.8. Sea P un polinomio homogéneo I'-superciclico en un espacio de Banach y
x un vector I'-superciclico. Si I" es acotado entonces = ¢ Ap y si 0 no es punto de acumulacién

de T" entonces x € Ap.

Un vector I'-superciclico no necesariamente pertenece a Jp. En efecto, en el Ejemplo y
2.2.15] en el Teorema [2.2.16] mostraremos vectores I'-superciclicos pertenecientes a Ap, Rp y Jp,
respectivamente.

Si el factor @ es lineal, entonces I'-superciclicidad se preserva bajo quasiconjugacion.

Proposicion 2.2.9. Sean P,Q polinomios homogéneos tal que Q) es quasiconjugado de P bajo

un factor lineal ®. Si P es I'-superciclico, entonces también lo es Q.

Demostracion. SiT'-Orbp(x) es denso entonces I'-Orbg (®(x)) = I'-®(Orbp(x)) = ®(I'-Orbp(z))

es también denso porque @ tiene rango denso. O

Como en el caso lineal podemos definir la nocién de I'-transitividad. Esta es una herramienta

util para probar I'-superciclicidad.

Definiciéon 2.2.10. Sea X wun espacio de Fréchet separable. Decimos que un polinomio P €
P("X;X) es I-transitivo, si para cada par de abiertos U y V no vaciios, existe n €e Ny A e T
tal que

AP"(U)nV # .

Es muy sencillo verificar que I'-transitividad implica ['-superciclicidad. Més aun, en este caso,
el conjunto de vectores I'-superciclicos es residual. Sin embargo la reciproca es falsa. En efecto,

si X es Banach y I' es acotado entonces ningtiin polinomio homogéneo es I'-transitivo.
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Proposicién 2.2.11. Sean X un espacio de Fréchet separable y ' < C. Si P € P("X;X) es
I'-transitivo entonces P es I'-superciclico.

1
Demostracion. Sea {V;};eny una base de abiertos de X. Para cada v € I' y cada k tomamos ~ymF

k

una mP-raiz de . Consideremos para cada ¢,

B

Gi:= |J rnr PRW).
k,yell

Como P es I'-transitivo, G; es un abierto denso para todo i. Luego, G = [,.y Gi es no vacio.

Finalmente notamos que todo vector en G es un vector I'-superciclico. O
Proponemos el siguiente criterio para estudiar I'-transitividad.

Definicién 2.2.12 (Criterio de I'-transitividad). Decimos que P satisface el criterio de super-
ciclicidad para (\;) si existen conjuntos densos X e Yy y aplicaciones Sk(x) : Yo — X tal que
para todos x € Xg, y € Yy vale que,

i) Sk(x)(y) > 0y

i) A\ P (z + Sk () (y)) — y-

Proposicién 2.2.13. Sea (X, (pn)n) un espacio de Fréchet separable, donde (pn)n es un siste-
ma fundamental no decreciente de seminormas, y sea P un polinomio homogéneo. Entonces P
satisface el criterio de T'-transitividad con respecto a alguna sucesion (M) € T si y sélo si P es

T'-transitivo.

Demostracion. Supongamos primero que P satisface el criterio de I'-transitividad con respecto a
(Ak). Sean U,V conjuntos abiertos. Sea x € U n Xgy y € V n Yy. Como Sk(z)(y) — 0 hay un
x4+ Si(y) € U para k suficientemente grande. Como A\, P™ (z + Sk (z)(y)) — y existe un k tal que
P (z+ Sk(x)(y)) e V.

Supongamos ahora que P es I'-transitivo. Sea (x;);eny una sucesién densa en X. Sean Xy =
Yy = {z; : i € N}. Fijemos x,y € Xy. Para cada k € N hay un zj, € {w : pg(z —w) < 1} tal
que para algin ny, > ng_1 y Ay € I' tenemos que AP (z;,) € {w : pip(y — w) < 1}. Definimos
Si(z)(y) = 2z — x. Como 2, — x, tenemos que Sk(z)(y) — 0y AP (z + Sk(z)(y)) — . O

Ejemplo 2.2.14. Sea P : ¢y — ¢o el polinomio m-homogéneo definido como P(a); := af};.

Entonces P es I'-superciclico para todo I' € C no acotado.

Demostracion. Aplicaremos el Criterio [2.2.12] Sean Xo = Yy = coo v @,y € coo. Para A € C sea

1 . , .
Am cualquier m-raiz de A. Sea F': ¢y — cgg definida como

1
o= { G 17

1
y definimos Sk (x)(y) = F'“Sy), donde A\, € T" es elegido tal que )\,;"k tiende a infinito.
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Como |F(y)|| < max{l, |y[|} tenemos que Si(z)(y) — 0. Por otro lado, si k > max{j : x; # 0}
se sigue que

M PF(x + Sp(x)(y)) = M PESk(z)(y) = PPF*(y) = v.

Por la Proposicién [2.2.13 P es I'-transitivo y luego I'-superciclico. O

El polinomio anterior no puede proveer un ejemplo de un polinomio homogéneo I'-superciclico
para I' acotado. En efecto, si I es acotado, entonces por la Observacion los vectores I'-
superciclicos no pertenecen a Ap, pero en este caso Ap = ¢y. Lo mismo sucede si consideramos
el mismo polinomio en £,, 1 < p < 00. Sin embargo, en el espacio ¢ formado por las sucesiones

convergentes la situaciéon es diferente.

Ejemplo 2.2.15. Sea P : ¢ — ¢ definido como P(a); = a Entonces P es D-superciclico.

m
j+1°
Demostracion. Para A € N denotamos por 14 al vector caracteristico de A, i.e.,

1 sijeA;
14(5) =
(j) { 0 en otro caso .

. 1 , 1
Para cada A = re? € C sea A= el ntimero 77 e?/™.

Definimos F' : ¢ — ¢ como

1
= { % 57

Claramente F' esta bien definida y P*F* = Id, para todo k € N.

Sea (fin)n una sucesiéon densa en c tal que (Jn)n = (Yn)n + (InLsop(yn)e)n, donde (yn)n es una
sucesién densa en cqg, y (I,)n es una sucesién en C. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que para todo n, I, # 0y supp(yn) = [1,m(yn)], donde m(y,) := max{j : [yn]; # O}.

Podemos construir, por induccién, una sucesién (ng ) S N satisfaciendo las siguientes propie-
dades:

i) ng > m(yr—1) + k-1,

ii) para todo j € ny + supp(yx),

iii) para todo k > 0, nk <ly

iv) para todo j < k, y todo i € (ny — n;) + supp(yx), |l W -1/ < %
m"k

k
Notar que es posible elegir tal sucesién (ny); porque las cuatro propiedades son cumplidas

una vez que ny es suficientemente grande.

Sea T € {4 el vector definido como
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Capitulo 2. Orbitas de polinomios homogéneos en espacios de Banach

El vector T ¢ ¢ ya que hay gaps con ceros. Por la condicién ii) las coordenadas no nulas de z

tienden a 2. Llenamos entonces los gaps para obtener un vector bien definido en ¢. Definimos
r=2+21

supp(&)°-

Por la condicién i), los soportes de F"(y;) son dos a dos disjuntos. En consecuencia,
0 .
2F"i (y;
Phz) = ) P* 2 ) | (2.2)

También por la condicién i), se sigue que si k > j entonces
PP (F™ (y;)) = 0. (2.3)

Afirmamos que = es un vector D-superciclico. En efecto, sea k en N. Por la condicién iii) cada

Qrfﬁ% € D y luego,

(2.4)

Observemos que N = supp(P"™ (T + Lyyppz)e)) = supp(P™ (%)) U supp(P™ (Leypp(z)e))- ¥ que

P (Lgupp(z)e) = Lsupp(Pre (z))e- Mds atin, como supp(y) < supp(P™ (%)), tenemos también que

Loupp(Pre (#)°) — Lsupp(yr)e = —L(supp(Pe (&))\supp(yr))-
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Por la igualdad ([2.2)), las observaciones de arriba y la ecuacion ([2.4)),

lk n ~ lk} n ~
’ om™k P (.T) — Yk = om" P (LU) + lklsupp(P"k:Z")c — Yk — lk]-supp(yk)c
_ | prz Il
= | gm™ (%) = Yk = I L (supp(P7 (2))\supp(y)
Ui n DY (y )
= g P 2 T | e (e @) )
j=1 @

oe}

- Z 2m™k P —h 2| = Uk — e (supp(Pre (2)\supp(u)
j=1 L ’

1 m"
=1
T I
e DRy RS
i<k 1" J I

e o
+ D0 = (F7™ (45)) = WL (supp(Pm (2))\supp(un)) | -
j>k ljmnj

Por la igualdad (2.3 el primer término de la tltima expresion es cero. Notemos también que

supp <Zj>k Fmi—m (yj)> = supp(P™ (z)) — supp(yx). Luego, por la propiedad iv),

TNk (a;.)]:
é l:l’%’; (Fnj—nk (yj)) — WL (supp(Pr (2))\supp(yr)) | = ng]z ienj_nililzupp(yj) I w 1
J J
< Supl = L — 0.
>k J k+1
Esto implica que x es un vector D-superciclico. -

En el Ejemplo [2.1.20| probamos que el conjunto de Julia del polinomio de arriba es Jp = {x €
c:limxz; € T}. Como para cada A € D y cada = € Jp, lim Az; € D, se sigue que si = es un vector

ID-superciclico entonces = € Rp.

2.2.4. Un ejemplo inspirador

Procedemos con el ejemplo principal del capitulo. Probaremos en esta seccién que el polinomio
2-homogéneo P : ¢, — {, definido como P = €} - B, donde B es el operador coshift es, débil
hiperciclico, d-hiperciclico para todo § > rp y I'-superciclico para todo I' © C tal que I" es no
acotado o tal que 0 es punto de acumulacién de I'. La prueba se basa en las propiedades de su

conjunto de Julia Jp.
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Teorema 2.2.16. Sean X =cyp o X ={p, 1 <p< o, y P: X — X definido como
P(z) = ¢i(2)B(z) = z1(22, 23, .. .),

donde B : X — X es el operador coshift. Entonces P|j, es cadtico y, si xg € Jp es cualquier

vector tal que Orbp(xg) es densa en Jp entonces

1. xg es un vector débil hiperciclico,
2. xg es un vector §-hyperciclico, para todo § > rp,

3. xg es un vector I'-superciclico vector, para todo I' = C tal que 0 es un punto de acumulacion
de T'.

Mds atun, P es I'-superciclico para todo I' € C no acotado.

Probaremos el resultado para X = £, ya que para X = ¢y la prueba es andloga. Dividiremos
la demostracién en varios pasos. Primero mostraremos que P|,, es caético y luego que el conjunto
de Julia Jp es débil denso, §-denso para todo § > rp y que I' - Jp = ¢, para todo I tal que cero
es punto de acumulaciéon de I'. Toda orbita densa en Jp hereda las propiedades mencionadas.

Como en el caso en el que 0 no es punto de acumulacién de I', los vectores I'-superciclicos
deben pertenecer a Ap, el caso en el que I' es no acotado (pero no necesariamente con 0 punto
de acumulacién) serd tratado de forma separado.

Empezamos calculando la norma de P. El problema es equivalente a maximizar la funcién
f(z,y) = zy bajo las restricciones a:p +y? =1,2 >0,y = 0. Aplicando multiplos de Lagrange se
sigue que |P| =2~ ;. Luego, rp = 27,

Notemos que P"(x) = ¢, (z)B"(x), donde

en(z) = 22" ' T LT (2.5)

equivalentemente ¢, (z) puede ser definido recurrentemente bajo las relaciones

ca(z) =mn
Cn1(2) = () Tns1.
Debido a que cgg & Ap, se sigue que Ap es dense y Rp = J. Por la Proposicién 2.1.11] Jp
tiene que ser completamente invariante. Si x € Jp y [t| = 1 entonces tx ¢ Ap y, como Rp = J,

tx debe pertencer a Jp. Podemos pensar entonces a Jp como una unién infinita de semirectas.

Verifiquemos que Jp # . El siguiente vector es un punto fijo de P.

1 1 1
177;772’?7.-- .
2p 92p 92p

Como T es punto fijo, entonces, por la Proposicién debe pertenecer a Jp. Ademds, T € rpSx

ya que
o0
1 1
mp -2y () =2ty -
» 11—

1=0

. 1
T =2p




2.2.  Polinomios homogéneos d-hiperciclicos, debil hiperciclicos y I'-superciclicos

Prueba de que P|j, es cadtico. Como Jp es cerrado y P-invariante, por el Teorema de transiti-
vidad de Birkhoff P|;, es caético si y sélo si P|j, es transitivo y los vectores periédicos de P son
densos en Jp.

Sean U,V abiertos no vacios de X que intersecan a Jp. Seaye V n Jp, x € U n Jp. Como
B"(z) —» 0y [|[P"(x)|| = |en(z)||B™(z)| = rp tenemos que ¢, (x) — o0.

Perturbaremos al vector x de forma tal que el nuevo vector £ cumpla que € U y para algin
n P"(z) = y. Notemos que como Jp es completamente invariante, esto implica que & € Jp.

Consideremos 2" el vector z™ = " | e(z)e;.

Claramente 2™ — z in £,. Como ¢, (z) lee solamente las primeras n coordenadas, ¢, (z) =

cn(a™). Consideremos & = 2" + 2}, donde S el shift. Como | S™(y), = [yl ¥ en(x) — o0, se

sigue que - W), . Luego, para n arbitrariamente grande, " € U. Ademas,
n(z)

P(#") = ¢ (&")B" (w N S“(y))

cn(z)

vy _ _
cn () en(@) =Y.

Tomamos entonces T = " para n suficientemente grande.
A continuacién mostraremos que los vectores periddicos son densos en Jp. Sean y € Jp y € > 0.
. . } _\"n /
Como y € Jp, existe un ng con |c,(y)| > 1 para todo n > ng. Consideremos y™ = > " ; ei(y)e;.

El vector

=3 smw;) e S

i=1 Cn(y)z

i=0 Cn (y)Z

Si n = ng el vector estd bien definido, ya que

- [S™ (v Hp S
l9"] <
P Z len ()l ; len(y)[*

Finalmente observemos que §"™* — v,

o0
1
7" —=y"p <yl 5 0.
” v<lvb 2 oo

O

|~

Sl

2

)

3 o
o
3l
~__

1
Prueba de que Jp es 6-denso para § > rp. Seax € £,. Recordemos que el vector T = 2» (1,

pertenece a Jp y que tiene norma igual a rp. Denotando a sign(0) = 1 definimos & como
Z; = sign(z;) max{|x;|, |T;|}.

39
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Para cada i tenemos que |Z;| = |T;|. Esto implica que para cada n, |[P"(z)|, = |P™"(@)|, =Py

luego el vector pertenece a Jp. Ademds |z — Z|, < |Z], = rp. O

Prueba de que Jp es débil denso. Sea U = Ul 3 0,....0,) U abierto débil bésico.
Sea 0 # y e (), Ker(p;). Sean M = max{

= n -y + xg. Este vector y™ puede no pertenecer a Jp, sin embargo podemos encontrar un

\@i|} y € = §7. Consideramos para cada n € N,

n

Yy
perturbacién z™ de y" tal que 2™ € Jp n U. Denotando otra vez sign(0) = 1 y considerando el

vector fijo T, definimos

} , € ,_
x} = sign(y}) méx{|y;], Elﬂfjl}-

Claramente [2" —y" |, < %HEHP = €. Afirmamos que para n suficientemente grande , " € Jp.
Sea k tal que y; # 0, esto implica que 0 # x}} — 00 as n — .

El vector

€
n —- = — n -
2" = — (T1,T2y -y The1, Ty Tht 1y - - -)
rp
satisface que [27] > [2]| para todo j > 0 y luego si 2" pertence a Jp, asi lo hace z". Basta ver

entonces que 2" pertenece a Jp para n suficientemente grande. Notemos que

k

P (g)2 (@12 Tty 0 Tty )) iy <g)2’“ 7 ph() — <g>2’“ 2

rp CL (f) rp Tr rp Tp

Luego para n suficientemente grande obtenemos que PF(z") = AT para algtin |A\| > 1 y luego
Pk(z") € Jp para n grande. Como Jp es completamente invariante esto implica que 2" € Jp.

Finalmente z™ pertenece a U ya que |@;(z" — x0)| < [@illllz™ — y™|p + |@i(y" — z0)| <e. O

Prueba de que ' - Jp es denso para todo I' tal que O es un punto de acumulacion de I'. Sea x €

lp, e >0y yel tal que Tp% > 1. Consideramos
1 . , € _
z = —sign(xj) max{|z;|, —T;}.
Y rp

El vector z pertenece a Jp, porque para cada coordenada |z;| > |Z;| y T; € Jp. Es también
inmediato verificar que [|yz — z|, < e.
L]

Prueba de que P es I'-superciclico para todo I' no acotado. Aplicaremos el Criterio [2.2.12] Sean
Xy = Y) un conjunto de vectores densos con coordenadas no nulas. Para x,y € X fijos tomamos

(An)n = I tal que Ancp(x) — 0. Sea 2™ el vector f = X[1,,)(J)7;, i.e. 2" es el truncado de x.

Finalmente definimos las aplicaciones inversas Fy,(x) como F,(z)(y) = 2" —z + cf(n x()y)?n, donde S

es el operador shift. Es claro que F,(x)(y) — 0. Ademés

AP (x + Fp(2)(y)) = M P" <$n + cf;()yA),) = Ancn (xn * %) B (mn i M>

Y

cn(T) A\ =¥

= A\pCn ()
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Finalizamos el ejemplo remarcando algunos comentarios. Primero, notemos que hay érbitas

d-densas para ¢ arbitrariamente chicos.
Observacién 2.2.17. Para todo § > 0 hay un polinomio homogéneo que es §-hyperciclico.

Demostracion. Sea P el polinomio 2-homogéneo definido en el teorema anterior. Por la Proposi-

cién AP es conjugado a P para todo A # 0 via un isomorfismo lineal de norma ﬁ Por la
. .’ . . _ . ’ . — T’ip

Proposicion esto implica que AP es d-hiperciclico para todo § > ryp e ]

Observacién 2.2.18. La Proposicién [2.1.13| dice que tx con |t| < 1 no es un punto de acumula-
cién de Orbp(z). El ejemplo anterior muestra que esto no es cierto para |t| = 1. En efecto, si x
un punto tal que su P-6rbita es densa en Jp, tx estd en Jp para [t| = 1 y luego es un punto de

acumulacién de la P-6rbita de x.

Observacién 2.2.19. Sea P el polinomio definido en el ejemplo anterior. Entonces, Jp es arco-

conexo.

Demostracion. Sean x,y € Jp y consideremos z = Z;Ozl max{|z;|, |y;|}e;. Claramente z estd bien
definido y como las coordenadas de z son mayores o iguales que las de x, tenemos que z € Jp.
Afirmamos que hay un camino de x a y contenido en Jp. En efecto, sea ¢; cualquier camino de
xj a max{|z;|, |y;|} tal que max{|z;|, |y;|} = |¢;(t)| = x; para todo t. Luego, ®(t) = 23021 oj(t)e;
es un camino de x a z y como las coordenadas de ®(¢) tienen médulo menor que las coordenadas
de z se sigue que ®(t) pertenece a Jp. Andlogamente hay un camino de z a y lo que implica que

Jp es arcoconexo. O

Observacién 2.2.20. El conjunto de Julia del polinomio definido en el Teorema satisface
otra propiedad llamativa: la imagen de Jp via el operador coshift es densa en £,,. Esto implica que
toda oOrbita densa en Jp tiene que satisfacer que W = {,. Luego, la familia de polinomios
homogéneos {c,(-)B""!(-)} es universal mientras que {c,(-)B"(-)} = {P"} tiene solamente érbitas
nunca densas.

Prueba de que B(Jp) = {,. Sean € > 0y x € £,. Sea T un punto fijo de P tal que ||Z|, = rp.
Definimos y € ¢, como y,, = sign(z,) max{|z,|, €[Z,|}. Luego, |y — x|, < erp y |yn| = €|T,| para
todo n. Consideramos z = - + S(y). Luego B(z) = y y z € Jp. En efecto, P(z) = £ que satisface
que || > |Z,| para toda coordenada n. Luego, P(z) pertenece a Jp y entonces z pertenece

también a Jp. L]

Recordemos que un sistema (X, F) se dice Devaney cadtico si es transitivo, los vectores pe-
riédicos son densos y si exhibe dependencia sensible a las condiciones iniciales. Esta ultima
condicion quiere decir que existe un entorno U del 0 tal que para todo z € X y todo entorno V'
del 0, hay unne Neyex+V tal que F'(y) ¢ U + F™(z). En espacios métricos, dependencia
sensible a las condiciones iniciales es implicado por transitividad y densidad de los vectores pe-
riddicos y, por supuesto, no hay polinomios homogéneos no lineales en espacios de Banach que

admitan dependencia sensible a las condiciones iniciales. Sin embargo, considerando la topologia
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débil podemos obtener polinomios homogéneos Devaney cadticos. En efecto, si P es el polinomio
definido en el Teorema ya probamos que P|;, satisface que es transitivo y que los puntos
periddicos son densos, y mas aun vimos que Jp es débil denso en ¢,. Esto implica que P : £, — £,
satisface las primeras dos condiciones de caos en el sentido de Devaney. Para ver la ultima, to-
memos U = {x € £, : |z1| < 1}. Entonces para x € £, y V un entorno débil de 0, el cual podemos
suponer que, para algin € > 0y algin n, V > {x € {,: |z;| <€, j =1,...,n}. Definamos y € ¢,
como,

e/2 ifk<n, =0,

xp ifk<n,x #0,

c ifk=n+1,

0 ifk>n+ 1.

Yk

Entonces y € x + V para todo c 'y
¢\ (P = P"y) = € (ea(2) B"(2) = en(y)eer) = ea(@)ani1 — enly)e.

Como ¢,(y) # 0 y no depende de ¢, podemos tomar ¢ tal que |e}(P"z — P"y)| > 1y luego
P"(y) ¢ U + P"(z). Concluimos que P = ¢} - B es Devaney caético en (£, w).

Ejemplo 2.2.21. Usando el polinomio P definido en el Teorema [2.2.16] es posible exhibir un
polinomio homogéneo cuyo conjunto de Julia no es completamente invariante. Sea X = C @y

co(co) y tomemos @ € P(2X) como

QU (¥)jew) = (0, P(Az), P(y"), P(y°), ... ),

donde x € ¢y es un vector en el conjunto de Julia de P. Luego, para |A| > 1, el vector (A, (0);)

estd en Rg porque si [t| > 1,

1Q" (¢, (¥)jen)|x = |P"(tz)] 00 — 0.

Por otro lado, el vector Q(A, (0);) = (0, P(Az),0,0,...) pertenece a Jg. En efecto, podemos
aproximar P(Ax) por un vector z € ¢y con solo finitas coordenadas nulas. Entonces el vector

(0,2,0,0,...) aproxima a (0, P(Az),0,0,...) en X y claramente, (0, 2,0,0,...) pertence a Ag.

2.2.5. Hiperciclicidad numérica

Recordemos que una aplicacion F' se dice numéricamente hiperciclica si hay vectores x €
Sx,x* € Sxx, con z*(x) = 1y tal que su 6rbita numérica Norbp(z,x*) := {z*(F"(x)) : n € Np}
es densa en C. En [64, [65] los autores probaron que todo espacio de Banach infinito dimensional
y separable admite un polinomio homogéneo que es numéricamente hiperciclico de grado m > 1.
En vista del Ejemplo es esperable que el polinomio P(z) = z1B(x) sea nquéricamente
hiperciclico en ¢, o ¢g. Sin embargo, como el radio limite del polinomio es rp = 2r > 1 para
X =4{,yrp=1para X =cp, |[P"(x)| <rp para todo z € Sx y todo n, y luego ninguna érbita

numérica es densa.
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La falta de drbitas numéricamente densas se debe a que Bx < rpBx. Considerando un
multiplo del polinomio y explotando que los polinomios homogéneos se llevan bien con conjugacién
via isomorfismos lineales, podemos exhibir facilmente un ejemplo de un polinomio homogéneo

numéricamente hiperciclico.

Ejemplo 2.2.22 (Un polinomio homogéneo numéricamente hiperciclico). Sea X = ¢, y P(z) =

x1B(x). Sea xg € Jp tal que la P-érbita de zp es densa Jp. Consideremos P = |zo|P. Por la

ZQ

« .oy . _ L . o T . ’ .
Propo~51010n aplicada a ®(z) = o] ® Se sigue que Jp = |zo|Jp y que Te] €S hlg)ercmhco
para P|;,. Por el Ejemplo 2.2.16|y la Proposicién 2. es débil hiperciclico para P. Luego,

lzoll

para todo z* € Sy« se sigue que z*(P"(z)) = C.

Observacion 2.2.23. Hay varias nociones de rango numérico para aplicaciones no lineales en
espacios de Banach, que coinciden para operadores lineales (ver por ejemplo [3, Chapter 11]). El

rango numérico en el sentido de Bauer de una aplicacién F' es el conjunto
{z*(F(2)) : 2*(x) = |2, |z = |=*[},

i.e. las normas de x y 2* pueden ser diferentes de 1i. Inspirados en esta nocién de rango numérico,
un polinomio serfa numéricamente hiperciclico si hay vectores x € X, z* € X*, con z*(z) = |z|?,
|| = |z*| y tal que la 6rbita numérica Norbp(x,z*) := {z*(F"™(x)) : n € Ny} es densa en C.

Con esta definicién modificada, el polinomio del Teorema [2.2.16|ser{a numéricamente hiperciclico.

2.3. La clase de polinomios ¢} - B en /,(v) y ¢ - B en ¢,

En esta seccion extenderemos el resultado del Teorema y estudiaremos las familias de
polinomios P, = ¢/ B en el espacio pesado £,(v) y P, = ¢- B en {5, donde ¢ es un funcional lineal.
El Teorema principal de la seccion es el Teorema el cual establece que, bajo condiciones
generales, P, : Jp, — Jp, es transitivo . Luego, relacionando cuidadosamente Jp, con el conjunto
de Julia de P = €| B estudiado en la seccién anterior, extendemos el Teorema a espacios
pesados.

Recordemos que si (vy,), es una sucesién de pesos entonces £,(v) es e} espacio formado por

lp(v) = {(@n)n : (Th - vn)n € L1} con norma |zg, ) = (Z;Ozl ‘l’j|p2}j); y que un coshift es

continuo si y solo si sup,, U:L < 0.
De la misma forma que la ecuacién (2.5) para el polinomio P = €| B € P(zﬁp) tenemos que
P'(x) = ¢p(z)B™(z), donde
en(x) = 22" 12 72,

Anélogamente ¢, (x) satisface la relacién recursiva

Tl ifn>1

cn(z) =

cn1(x)?x, ifn>1.

El polinomio P, tiene también Rp, vacio, esto se deduce gracias al hecho de que cgg S Ap,. El

siguiente lema impone restricciones en el crecimiento de v,.
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Lema 2.3.1. Sea (v,)n una sucesion de nimeros positivos. Dado t > 1, sea a = a(t) = (ap)n la

sucesion de mimeros reales tal que v, = t2"*™) . Entonces Jp, # & si y sdlo si sup,, i) <

00. En el caso particular de que (vy,)y, es eventualmente mds grande que uno, tenemos que Jp, # &

sty solo si € .

Demostracion. Supongamos que sup,, Z;‘ 1 &(j) < 00. Podemos suponer que v, > 1 para infinitos

n € N, ya que en caso contrario (2, 1, ;, 411, ...) € Jp,. Sea nj una subsucesién de nimeros naturales

tal que v,, > 1 para todo &, i.e. a(nk) > () para todo k.

—2"a(n)
Sea © = (xn)n = Ct‘”+2t » . donde C' > 1 es una constante a determinar. Tenemos que

x € £y(v), porque |zhv,| = CP(tP)~ ”+2t_2na(”)t2no‘(”) = CP(tP) "2 e ¢y.

Notemos que para todo ng — 1 vale que

HBnkfl (:L’) HZU(U) > Cp(tp)fnkt21a(1)f2nk a(nk)‘

_ H (Cp(tp)fjfnk71+2t72j+"k*1a(j+nk71)t2ja(j))
£y

J
Por otro lado, esta vez para n arbitrario,
n

n n— n n *2jo‘(j) - Zn_j n n i 2"77‘
02 -1 H 2n=i _ 02 -1 1—[ (t > t—]+2) _ 02 -1 Ht > a(g) 1—[ t j+2
Jj=1 J=1

7j=1
- CznfltT Time@™ yn

Juntando ambas ecuaciones, tenemos que para C' > t*"P» i y C >t que C2"F¢=2"Ralng) _, o
y luego
[P (@) = [en—1(2)[[B™ (@) | — oo

Esto implica que x ¢ Ap,. Como Rp, es el conjunto vacio, se sigue que z € Jp,.
Reciprocamente si sup,, >}; a(j) = 0, mostraremos que Ap, = £,(v). Sea x € £,(v). Conside-

rando que |z, |Pv, — 0, hay una constante C' > 0 con |z,|? < C|v,|™t = Ct~2"*("). Luego,

n N2 .
a0 [ (17200)" < o)
j=1

Si ny es una subsucesién de ntimeros naturales tal que > * it a(j) — oo, obtenemos que
n 1 _2n k
P @) = e @B (@) < (2 0 =0) o] — 0.
Concluimos que = € Ap,. O

El siguiente lema nos permite suponer que los pesos v; son mayores que uno.

Lema 2.3.2. Sea (vj); una sucesion de pesos tal que P, : £y(v) — £,(v), P, = €| B es continuo.
Entonces existe una sucesion de pesos (v’); con v > 1 para todo j y tal que P, es conjugado a

J
Py Uy (V') — £,(V), Py = €] B.
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Demostracion. Debido a que es acotado tenemos que Sup] < o0. Luego, hay una constante

’U
1> C > 0 de modo que |vj| > C7 para todo j. Sea v] = CJ Cons1deremos primero el polinomio

Q = Cée| B en {,(v) que es conjugado a P,.

Afirmamos que (Q, ¢y(v)) es conjugado a (€] B, ¢,(v")) via el factor lineal ¢ : £,(v) — £,(0')

dado por ¢(zje;) = CI tzje;.

lp(0) =2 0, ()

lcj_lil?]'

bp(h) — bp(5)

En efecto, ¢ estd bien definida por la definicién de ¢ ( L)y dado x = (x;); tenemos que

0 0 '
< (Z xjej 1)) =1 - Z Cj_la:jej_l
j=2 j=2

(2 :E]€J> = ¢} - Bo(x).

¢Q(z)

O]

En lo que sigue de la seccién supondremos que v; > 1 para todo j y, dada la sucesiéon a(n) € ¢4
inducida por vj, denotaremos B, = > ;_, a(n).

El siguiente lema nos permite encontrar vectores en Jp,.

Lema 2.3.3. Sea (v;); una sucesion de pesos tal que v; = 1 para todo j. Dados nimeros naturales
n,m consideramos el vector x = x(C,n,m) = C(22~ Jv]+ )j- Seat > 1y By la sucesion asociada

. n+1
at. SiC>t>""Bnm entonces x € Jp,.

Demostracién. Recordemos que ck((2, 1, ;, }l, ...)) = 2*. Notemos que z € £,(v). Esto se deduce

gracias a los hechos de que sup; < o y vj = 1 para todo j. En efecto,

vy

0

=17 ) Z < [ (27)°77), lley sup

= U]-i—n i Yjtn

< 0.

Calculamos ahora c,(z) y |B*(z)| para obtener

k k
’Ck(fﬁ)‘ _ 2k02k—1 H(t—2"+la(n+l)m)2k’l _ 2k02k—1 Ht—2"+ka(n+l)m
=1 =1
— ok2P 12" FmYE L a(l)
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+k+1
Por otro lado tenemos que |B*(z)| > C’le,l v:1n+1k+1 = 2kt 2 a(ntktm T yego,

|PF(x)| = ¢ 42" min 5 q
para todo k. ]
Estamos en condiciones de probar el Teorema

Teorema 2.3.4. Sea (v;); una sucesion de pesos que satisface las siguientes condiciones: Jp, es

, . v
no vacio y existen n y m tales que sup; f);"

< 0. Entonces P,|j,, es transitivo.

Demostracion. Notemos que la condicion sup; f} i < o0 es estable via la conjugacién del Lema
J

J+n

2.3.2L En efecto, si ' < 1 es la constante de la prueba del Lema [2.3.2 y sup;=2=* < 00 entonces

/
v, v
sup; U, tn o= = sup; C]]T; (f)m < 0. Podemos suponer entonces que v; > 1 para todo j.
J

Ahora que v; > 1 tenemos ademds que sup; Jyﬁ,’f" < oo para todo k € N. En efecto, ya lo
J

sabemos para k =1 y si k > 1 obtenemos

UVj+k Vjtkn Yj+(k—1)n Vj+ Vit (k—1)n
dthn _ Gjthkn 75 )<sup]nsupj( )<oo.
pm Vs M Am . oM

J J+(k=1)n J VA J

Sean x,y € Jp, y U,V conjuntos abiertos alrededor de z,y respectivamente. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que |c, ()| = 2", |c,(y)| = t?" para algiin ¢ > 1, en caso contrario
multiplicamos por un ¢ > 1 tal que tz € U, ty € V . Luego, por el Lema |2.3.1, v; = t2"a(n) para
alguna /;-sucesién a(n).

Para cada [ consideramos y' = Zé:l yjej + Z;O=l+1 22,(7%”](()
n—1

tendiendo a infinito oo tal que t;(—n) > 1 para todo n. Observamos que y' € £,(v) y que, como

L. donde f(n) es una sucesién
J

f() = oo, y* — y. Afirmamos que y' € Jp, para [ suficientemente grande. En efecto, Pl(y!) =

f% )) (2270v v;{1); y como Jp, es completamente invariante es suficiente mostrar que - Ey)) (2270v v 1)i
pertenece a Jp,. A su vez, por el Lema [2.3.3| es suficiente mostrar que % > 2""'mBi Fgto es

verdadero si 4mpB; < 1 ya que

2l
a) S £ et e lms _ ptimg,
f = f)
El hecho de que para todo k sup; Ytkn o5 nos garantiza que para todos k, I S¥(y') pertenece
a {p(v). En efecto,
1 Vitk j+kn
SFr ()| < + . Jtkn +4su Yitkn _ o
IS WO < lylle, ) ”(22704)]0(1) o )ille, < yle, ) 1P o
B kn (,logo (kn) ~
Consideramos ahora 7% = Zle zje; + % Notamos que PF(Z) = y°&2(7) v lye-

go ¥ pertenece a Jp, para n suficientemente grande. La prueba concluye si probamos que
kn (, logo(kn)
% — 0. Cuando calculamos |S*"(y'°82(k"))|| " obtenemos que
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(o) logy (kn) 0 1 P vk
HSk’rL(ylogQ kn )”p — ‘yj’pvjﬂm‘f‘ ( — ) J+kn
i ;1 j—lfg(kn) 22-lon ) f(logy(kn)) /- 0™
logq (kn) v v v p
< Z |yj’pvj Jjt+kn kn+lo$2(kn) Lgp SupL"I:n
j=1 Vkn+4logy (kn) Uy J v;
v, logy (kn) v P
< |ylb sup —— v + 4P | sup L)
”yng(U) ( jp Uj+1> kn+logs (kn) jp U;n
Como a € /1, la(l) — 0 y luego
v oltloga (D) o (1) 2la(l)
I+logy (1) _ 1 < t R
c(x) a(x) t2
n(,logo (kn
Concluimos que Istryletmy) 0. 0

Ckn ((E)

Los siguientes lemas proveen condiciones bajo las cuales las hipotésis del Teorema son

satisfechas.

Lema 2.3.5. Sea (vj); una sucesion de pesos tal que todo v; es mayor o igual a uno y hay una

constante K > 0 con a(n + 1) < Ka(n). Entonces existe m tal que sup; "5t < o0,
J

. ; i+l (i41)—m2d ali
Demostracion. Sea m > K. Tenemos entonces que U;—# =¥ alirl)-m2aly) < 1, ]
J

Lema 2.3.6. Sea (vj); una sucesion de pesos tal que sup; Ug;ﬁ < o0 para algun m < 2. Entonces
J

Jp, es no vacio. En particular esto es vdlido para pesos de la forma p(n)‘I(”) donde p,q son

polinomzios.

Demostracién. Sea C' tal que vjy1 < C’v;” para todo j. Argumentando como en la prueba del

Teorema [2.3.4) podemos suponer que v; > 1 para todo j. Observemos que

tla(n +1)  log,(t2" ety og,(Ctm2"em)) log,(C)
Se sigue por induccién que hay una constante K tal que a(n) < K (%)n € {q. O

El siguiente objetivo es relacionar el conjunto de Julia de P, = €} B en £,(v) con el conjunto
de Julia de P = €} B in ¢,. Como necesitamos que los conjuntos de Julia pertenezcan al mismo
espacio, trabajaremos con un conjugado de P, actuando en £,

Los operadores coshifts en espacios pesados estan ligadlos a operadores coshift pesados en

Un—1
Un

); y B, el operador coshift dado por
1
[Bw(x)]j = zj4+1wj+1 entonces el factor lineal @ : £y(v) — £, [¢p(x)]; = z;jv] es un isomorfismo

espacios no pesados: si consideramos los pesos w,, = (
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lineal. Mds ain, es muy simple verificar que el siguiente diagrama conmuta.
B
tp(v) —=£,(v)

1 1
Tnvk Tnvd
By,
Zp EP

De una forma similar resulta que el polinomio P, = €/ B en ¢,(v) es conjugado al polinomio
P, =¢\B, in ¢,

Como todo operador coshift pesado es continuo si y sélo si sup; |w;| < o y para todo A € C
todo polinomio homogéneo P se conjuga a AP podemos asumir que w; < 1 para todo j.

Dados pesos w, consideramos = (), dado por Q; =1y paran > 1, = ]_[?:2 wj.
Notemos que Pl (x) = cp(x)c,(Q)B(z), donde ¢,(-) es definedo de la forma usual. En efecto,

P(z) = ¢} (x)By,(z) y para n > 1 tenemos que

P (x) = Pu(en-1(z)en—1(Q)BL ™ (2)) = cp 1 (x)cs 1 (Q)e) (BE™ (2)) B (x)

= i1 (2)ch 1 (Qan | [wiBl(x) = en(@)en(QB().
j=2

Proposicién 2.3.7. Sea w; una sucesion de pesos tal que |wlloo < 1. Entonces el polinomio P,

tiene conjunto de Julia no vacio si y sdlo si hay un t tal que c,(Q)t2" — co.

Demostracion. Supongamos que el conjunto de Julia es no vacio. Como Rp, es vacio, hay un
z € Jp, con |z]e > 1 tal que [PJ(x)| — oo. Entonces |Fj(z)| = [en(x)|len()]|BS(2)] <
|23 lea( D BE ()] < 2] len(@)]]2]. Concluimos que [z]3] |en ()] — .

1

,35---) ¥y recordemos que cy(z) = 2". Tomemos ¢ tal que 2" ¢, (Q) —

Consideremos = = (2,1

0. Luego,

n n n+1 n n+1 n
|P"(#2)] = 27" en () BL@)]| = 7 en ()€1 (Bl (2))|

n+1 n+1
> 2 e (DRI2st] = 12 o1 (@)] — 0.
0

Proposicién 2.3.8. Sea (w); una sucesion de pesos tal que |w|w < 1 y que P, = €} - B, y
P = ¢} - B con conjunto de Julia Jp, no vacio. Entonces existe C > 0 tal que Jp, < Jp < CJp,.
En particular deducimos que si Jp, es no vacio entonces es §-denso para algun &, débil denso y

I'- Jp, es denso en £, para todo conjunto I' tal que 0 es un punto de acumulacion de I

Demostracion. Como |wlle < 1 tenemos que |P}(z)| < |P™(x)|| para todo n. Luego Jp, < Jp.
Reciprocamente sea t tal que 12" (z)c,(Q) — w0 y = € Jp tal que Orbp(z) = Jp. Si mostramos
que t*Orbp(z) < Jp,, entonces se sigue que t*.Jp < Jp,. Sea entonces y € Orbp(z). Como Jp no
tiene puntos aislados, y satisface también que m = Jp. Notamos ahora que por el Teorema
Orbp(y) es débil densa y entonces |e}(P™(y))| = 1 para infinitos n. En otras palabras

|en(¥)Yn+1| = 1 para infinitos n. Si consideramos uno de esos n, tenemos que

n n+2 n n+2 n+2
[P y)" | =" lea@)len@IIBE@)] = 7 len(@)]|Qnsa] = 27 [ens2 ()] — oo
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Concluimos que ty € Jp, . O]

Aplicando la Proposiciéon la prueba del siguiente teorema es simple.

AW 13 s Vji4n
Teorema 2.3.9. Sea (v;); una sucesion de pesos tal que para algunos m y n la sucesion ( o )

es acotada y el conjunto Jp, es no vacio. Entonces todo vector xg € Jp, tal que Orbp,(z¢) = Jp,

satisface al mismo tiempo que
1) xo es débil hiperciclico;
11) Ezxiste § > 0 tal que xy es un vector §-hiperciclico;

1) xg es I'-superciclico para todo I' < C tal que 0 es un punto de acumulacion de T".

Mads aun, P, es I'-superciclico para todo I' € C no acotado.

Demostracion. Las conclusiones de 1i),ii),iii) son inmediatas aplicando la Proposicién el
Teorema [2.2.16| y notando que todas las propiedades son invariantes via conjugacién lineal (Pro-
posiciones [2.2.2}2.2.6] y [2.2.9).

Probamos ahora que P, es I'-transitivo para todo I' no acotado.

Argumentando como en la prueba del Teorema podemos suponer que v; > 1 para todo
§ v que las sucesiones tales que S*(y) e ¢, para todo k son densas en £,. En efecto, si y € £,

consideramos

n 0 1 1
yl = Z yje; + Z 721)7?” (26>
j=1 j=tr177 Y

. . . . V5
que tiende a y cuando [ tiende a infinito. Por otro lado, como sup; Jvt,’f" < oo, tenemos que

j
Skn(y!) estd bien definido para todo k.
Sean U,V conjuntos abiertos y € U,y € V. Sea z¥F = Z?:l Tie;y y* definido como en

., . Skn(ykn) k Skn(ykn)
la ecuacién (2.6). Para cada k elegimos 7 € I' tal quf | cin (e | — 0. Luego, z"" + o ey e
estd eventualmente en U mientras que 7y, P*"(z*" %) = y*" esta eventualmente en V.
Concluimos que P, es I'-transitivo. ]

2.3.1. La familia de polinomios ¢ - B en ¢,

Enfocamos ahora la atencién a la familia de polinomios P, = ¢+ B € P(?(,) donde ¢ : £, — C
es un funcional lineal. Para estudiar estos polinomios nos reduciremos, usando una conjugacion
adecuada, a la familia de polinomios P, estudiada en la seccién anterior.

Notemos primero que P,(x)" = dy(x)B"(x) donde

2n—1

dn(2) = dn(p, ) = ¢() P(B(2))”" . (B (2)).

En efecto, vale para n =1y si n > 1 tenemos que

Py (x) = Pp(dn—1(2)B" " (2)) = dp-1(2)*p(B"! () B"(z) = dn(2).
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Para simplificar notacién llamaremos ¢; a B*~1(). Luego, d,(z) = [ ¢; (2)2"".

Notemos que dy(z) depende solamente de los primeros n valores de ¢;(x). Seria deseable
tener una base predual {u;} se {¢;}, ya que de esta manera d,,(z) dependeria inicamente de las
coordenadas de x con respecto a la base {u,}. Desafortunadamente {¢;} puede no admitir una

base predual. Sin embargo, podemos obtener un conjunto predual {u;} tal que B(u;) = u;_1.
Lema 2.3.10. Sea ¢ € {} tal que ¢(e1) # 0. Entonces existe (un)n tal que
1) para todo n, span{u, : 1 < j < n} = spanfe, : 1 <j<n};
11) para todo n, B(uy) = tp—1;
111) para todos n,j, ¢j(un) = 6jn y
V) hay una constante C' tal que para todo n, |[up—1| < |us| < Cllup—1]|-

Demostracion. Definimos u; como %. Como B(e1) = 0 se sigue que ¢;j(ui;) = 0 para todo

j > 1y por construccién ¢q(u;) = 1. Definimos u,, inductivamente como

(Sl L
Un = SD(S( n 1))@(61)

+ S(unfl),

donde S es el operador shift. Es inmediato mostrar que span{u; : j < n} = spanfe; : j < n}y
que B(up) = up—1. Probamos por induccién que ¢;(u,) = d;,. Supongamos que ya lo sabemos
para todo j < n.

Si j > n entonces B/ (uy,) = 0 y luego ¢j(u,) = B ~1(u,) = 0. Si j = 1, tenemos que

€1

o(tn) = —(S(un_r) - ¢ <¢<>

> + ¢(S(up—1)) = 0.

Finalmente si 1 < j < n usamos la hipétesis inductiva para obtener

‘Pj(un) = @Bj_l(un) = ‘P(Un—j—l) =Op—j-11 = 5n,j'

Notemos que |uy | < [Jup—1] <|J(ﬂ)| + 1). En efecto,

e1
o(e1)

Jun] = ]—wsmn_l»- +s<un_1>H el bl ] (1—|— Il )

lo(er)] [p(e1)]

Por otro lado, como S(u,—1) tiene primer coordenada 0, tenemos que

P _ ¢(S(Un1))’p+ S P> P
[un] ’90(61) |5 (un-)IP = w1

O]

En el Lema [2.1.6] probamos que el conjunto de Julia es estable via conjugacién lineal . Sin
embargo, no podemos en general esperar que (Q, Jg) es quasiconjugado a (P, Jp) sabiendo que
(Q,Y) es quasiconjugado a (P, X). Probamos un caso particular de este fenémeno para los poli-
nomios P, = ¢} B € P(*(,(v)).
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Teorema 2.3.11. Sea (vj); una sucesion de pesos tal que hay n,m con sup; vf;;” < o y tal que

J
Jp, es no vacio. Sea X un espacio de Banach, T : X — X un operador lineal y ¢ : X — C tal
que ambos Q := ¢ -T y T son quasiconjugados a P, y B via un factor lineal comin ®. Entonces

(@, Jq) es quasiconjugado a (P, Jp,) via ®.

P, P,
0p(v) —Z> £, () 0p(v) —> £y (v) Jp, —=Jp,
b [ [ l@ i(b i(b
x—T . x X x Joq 25 J o

Demostracion. Debemos probar que ®(Jp) < Jg y que ®(Jp,) es denso en Jg.

La primera afirmacién es ficil de probar. Tomemos = tal que Orbp,(z) es densa en Jp,. Es
suficiente mostrar que ®(Orbp,(z)) < Jg. Ademds, como Jg es invariante, basta probar que
®(z) € Jg. Por el Teorema x es un vector débil hiperciclico para P y luego ®(x) es un
vector débil hiperciclico para Q. Por la Proposicién m ®(z) pertenece a Jg.

La segunda afirmacién es mds dificil de probar. Notemos que Q"(z) = d,(z)T™(z) donde

dp () = [Tj=; o(T 7(2))2" . De una forma similar, d,,(z) se puede definir recurrentemente como

dy(z) = p(x) sin=1
dn(2) = dp1(2)?0(T™(x)) sin > 1.

Dados a € ¢1(v) observamos que ¢, (a) = d,,(®(a)). En efecto, como ®(B(a)) = T®(a) tenemos

que
cn(@)T™(®(a)) = ®(ca(a) B"(a)) = B(P)(a)) = Q"(®(a)) = dn(®(a))T"(®(a))-

Tomemos x € Jg. Afirmamos que podemos suponer que hay un ¢ > 1 tal que d,(z) > 2"
para todo n. En efecto, dado ¢t > 1 consideramos tx € Jg y observamos que d,(tx) es acotado

por abajo. Sea ng tal que para todo n = ng w

existirfa un n > ng tal que |dn(tz)] = 2" |dn(z)| < 1y luego |Q™(x)| = |dn(2)||T™(z)| <

W%IHTH”HxH < rg. Esto es una contradiccién ya que x pertenece a Jg.

< rqg. Si dy(z) no fuese acotado por abajo,

Dados s > t > 1 tenemos que hay una constante C' de forma que d,(sz) > (f)znfldn(tx) >
(f)QnilC lo que prueba nuestra afirmacion.

Sean entonces € > 0, x € Jg y t tal que d,(x) > t*" para todo n y consideremos a(n) y 3,
las sucesiones inducidas por t y v,. Por continuidad de d,, hay una sucesién (a"),, < coo tal que
[®(a™) — x| < ey dn(P(a™)) = cp(a™) = % Si cada a™ = 3™ alfej, consideramos el vector
a" e ly(v),

N O my cgon 1

a" = JZl ajej + j_;ﬂ sign(a}) max{|a}|, W}q,
donde f(n) es cualquier sucesién tendiendo a o0 tal que t2" ' > f(n) para todo n. Afirmamos
que a" pertenece a Jp, para n suficientemente grande. En efecto, como Jp, es completamente

invariante es suficiente probar que P;'(a"™) pertenece a Jp,. Los médulos de las coordenadas de
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Capitulo 2. Orbitas de polinomios homogéneos en espacios de Banach

P(a"™) son méas grandes que los médulas de las coordenadas del vector C}E;{;) PO 22*jlvj+n e;. Es
suficiente entonces mostrar que C}Z(‘:L ) ZJ 1575 Jv ~ej € Jp,. Por el Lemma [2.3.3| esto es cierto si
% > ¢2""'Bn | Esto es valido ya que si n es suficientemente grande tal que 5, < 3, entonces
n
Cn(a ) > t2n71 > t2n7145n _ t2n+16n‘
f(n)
Observemos que, para n < j < my,
: 4 n 1
|an__&n B 0 S1 nlax{|aj|,§5:61;7f65;;} —-|a |
g gl . 1 . [ 1 . 1
\Slgn( )\an’ — sign(a )22“"7’1”(")%" sl max{\a?\> 22—(j—n)f(n)vj} = 2T ()

n__ =n 1
En ambos casos tenemos que |a} — a%| < DN

(n)v; °

Finalmente,
|1®(a") — z|x < [®(a") — z|x + [®]a" — a" [, )
O am p. AL 4
<e+ @ D) lajPu)r <e+ H@Hm~
j=n+1
O
Teorema 2.3.12. Sea ¢ un funcional lineal tal que p(e1) # 0. Entonces existe un espacio pesado

l1(v) cumpliendo la hipdtesis del Teorema tal que P, es quasiconjugado a P, y tal que

(B, l1(v)) es quasiconjugado a (B,¥,) via un factor lineal comin ®.

01 (v) — 2> 11(v) 01 (v) -2 11 ()

.

EP p P p

En particular se deduce gracias al Teorema |2.5.11 que Py : Jp, — Jp, es transitivo y por el
Teorema que hay un vector que es al mismo tiempo débil hiperciclico, I'-superciclico para

todo congunto I" teniendo al cero como punto de acumulacion y §-hiperciclico para algin 6 > 0.

Demostracion. Sea (up)n la sucesién dada por el Lema [2.3.10 Consideremos vy, = |uy| y ¢1(v) =
{(xp)n : 220:1 |z v, < 00}, Sea ¢ : £1(v) — £, dada por la extension lineal de ¢(anen) = anty,.
Se sigue por definicién de £1(v) que |¢(X,_ 1 anen)le, ) < (01 anen)le, = 2y lanlun] =
lall¢, (). Notamos ademds que el operador coshift es continuo en £;(v), porque, por iv) del Lema
vj < vj41 para todo j. Afirmamos que (B, /) es cuasiconjugado a (B,¢;(v)) via ®. En

efecto,

B(Z:ll anen)) = 2:31 2:31 g1ty = B(Z::1 aptin) = B(@(Z::l anen))

Sea P, = ¢} - B € P(*/1(v)). Usando otra vez iv) deducimos que (v]vi -); es acotado. Concluimos

que se cumple la hipdtesis del Lema [2.3.6] y obtenemos que Jp, es no vacio.

52
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I'-superciclicos en espacios de Banach arbitrarios

Finalmente observamos que

o) o o
B(Py( D wjej)) = a1+ Y wjpae)) = w1+ ) wjinuy
Jj=1 j=1 j=1

= PAZ zjuj) = Pp(®( ) zj¢)))-
j=1 J=1

2.4. Existencia de polinomios homogenéos J-hiperciclicos, débil
hiperciclicos y I'-superciclicos en espacios de Banach arbi-

trarios

En esta seccién probaremos el Teorema[2.4.4] que establece que en cualquier espacio de Banach
separable y de dimensién infinita existe un polinomio homogéneo que es d-hiperciclico, débil
hiperciclico y I'-superciclico para todo conjunto I' € C que es no acotado o tal que 0 es un punto
de acumulacién de I'.

La prueba sigue algunas de las ideas de [2, 1] usadas para probar la existencia de operadores
hiperciclicos. Buscaremos un polinomio P actuando en ¢; satisfaciendo las propiedades mencio-
nadas y tal que ademads para cada espacio de Banach X exista un polinomio homogéneo @ que
sea cuasiconjugado a P.

El polinomio P en ¢; serd de la forma € - B, donde By, es un coshift pesado. No toda eleccién
de pesos es adecuada, ya que si los pesos son demasiados chicos el conjunto de Julia puede resultar
vacio.

Fl siguiente Teorema es un corolario de los Teoremas y

Teorema 2.4.1. Sean X = {1 y P el polinomio homogéneo P = ¢} - B, € P(%(1;¢1), donde
B, es el coshift pesado definido como [By(z)]; = ﬁxiﬂ. Entonces P es débil hiperciclico,
&-hiperciclico y I'-superciclico para todo I' = C tal que I' es mo acotado o tal que 0 es un punto

de acumulacion de T'.

Demostracion. Nuestro polinomio P es conjugado a (e} B, /¢1(v)), donde v, = n!? y ® : e, —

]—[?:1]26”. Observemos que para todo m > 1, sup; ”g;} = sup; J,]m%ll < o0. Luego por el Lema
7 !

su conjunto de Julia es no vacio. Aplicando ahora los Teoremas y el Teorema es

vélido para (€} B, ¢1(v)). Ahora observamos que las propiedades involucradas son invariantes via

isomorfismos. ]

Para probar el Teorema de existencia [2.4.4], usaremos el siguiente resultado que fue probado

independientemente por Pelczyniski y Plichko (see, [59, Theorem 1.27]).
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Lema 2.4.2. Sea X un espacio de Banach de dimension infinita y separable. Entonces, pa-
ra todoe > 0 existe una base de Markushevich (1 + €)-acotada. Esto es, existe una sucesion
(T, x8)n < X x X* tal que

1. spanf{x, : n € N} es denso en X, span{x : n € N} es w*-denso en X*
2. sup,, |z, - |z <1+e.
3. LU;‘L((E]C) = 5n,k-

Teorema 2.4.3. Sea P, € P(™{1;41) el polinomio € - B, con w = (%)n y sea X un espacio de
Banach infinito dimensional y separable. Entonces existe Q € P(?X;X) y ® € L(¢1;X) tal que

ambos Q y Q|j, son cuasiconjugados a P, y P|;, ~respectivamente via el operador lineal ®.

Demostracion. Sea (x,), < X y (z}) las sucesiones dadas por el Lema de arriba aplicadas a
e = 1. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que |z,| = 1y || < 2. Sea Q € P(2X; X)

definido como

Q) = ri(e) Y, Tl
n=1

El polinomio estd bien definido porque [Q(z)]| <2, & |z|*.

Sea ® : {4 — X definido como ®((ay)n) = Ynrq GnTn. Nuevamente, como |z,| = 1, el
operador estd bien definido. Notemos también que ® tiene rango denso. Esto se debe a que
span{z, : n € N} estd contenido en la imagen de ®.

Veamos ahora que T'(x) := >z, (X)% es cuasiconjugado a B, via ® y que P, es
conjugado a @ via el mismo factor ®. Aplicando el Teorema esto implica que Q| Jg €S
cuasiconjugado a Pyl .

Sea a € £1. Tenemos que

B(P(a)) = ®(a1Bu(a)) = a; Z Gntifhn,

mientras

Q(®(a)) =Q (Z anxn) = ] <2 anxn) Z $n+1(an+1xn+l)x2

n=1 n=1 n=1
S\ 1T
_ n+lon
—a1 ), 2
n=1
Similarmente resulta que
0 0
B(Z anen)) = Z n+1 2 = <Z an—5 > =T (P(a)).
n=1 n=1
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I'-superciclicos en espacios de Banach arbitrarios

Teorema 2.4.4. Sea X un espacio de Banach separable y de dimensidn infinita, entonces existe
un polinomio homogéneo que es al mismo tiempo débil hiperciclico, §-hiperciclico y I'-superciclico

para todo I' € C que es no acotado o tal que 0 es punto de acumulacion de I'.

Demostracion. Por el Teorema existe Q € P(*X; X) que es cuasiconjugado a P = ¢} - B,
via un factor lineal ®, con w = (n%)n Este polinomio es, por el Teorema débil hiperciclico,
d-hiperciclico y I'-superciclico para todo I' no acotado y tal que 0 es punto de acumulacion de I'.
Como ® es un operador lineal, se sigue de las Proposiciones [2.2.2] 2.2.6] y 2.2.9] que Q satisface

las propiedades requeridas. O

2.4.1. Comentarios finales

Bonet y Peris [31] siguieron una idea similar para probar que todo espacio de Fréchet infi-
nito dimensional y separable admite un operador lineal hiperciclico. Ellos usaron de hecho una

generalizacién del Lema [2.4.2] para espacios de Fréchet.

Lema 2.4.5 (Bonet y Péris). Sea X un espacio de Fréchet de dimension infinita y separable no

isomorfo a CN. Entonces existen x, € X, ¥ e X* y0 < a, <1, a, — 0 tal que
1) span{z, : n € N} es denso en X y
1) x}(zm) = andpm.

Sin embargo este lema no provee una estimacién asintética del comportamiento de o,. Esto
no fue un problema para ellos ya que Id + B, es hiperciclico en ¢; independientemente del
peso elegido, pero si replicamos los argumentos de arriba y consideramos w,, = #an y P(x) =

€} (z) B, (x) entonces Jp puede llegar a ser vacio.
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Capitulo 3

Polinomios homogéneos hiperciclicos
en H(C)

El espacio H(C) ha sido una fuente histérica de ejemplos y resulta deseable exhibir un ejemplo
concreto de un polinomio homogéneo hiperciclico en H(C). En este capitulo probaremos que el
polinomio P(f) = f(0)f(z + 1) es mixing, cadtico y frecuentemente hiperciclico. Este ejemplo es
ademas el primer ejemplo de un polinomio homogéneo frecuentemente hiperciclico.

Por otro lado, mostramos la no hiperciclicidad de varios candidatos naturales a ser polinoimos
homogéneos hiperciclicos.

Los contenidos de este capitulos estan basados en el trabajo [35].

3.1. Un polinomio homogéneo hiperciclico en H(C)

En esta seccién probamos el Teorema[3.1.1] el resultado principal del capitulo, el cual establece
que hay un polinomio homogéneo muy natural que es hiperciclico en H(C). Este polinomio es
ademads cadtico y frecuentemente hiperciclico.

Trabajaremos con polinomios homogéneos en el espacio H(C) de funciones enteras, el cual

mirado con la topologia compacto abierta es un espacio de Fréchet space. Las seminormas
| fllx == sup|f(2)],
zeK
donde K es un conjunto compacto, definen la topologia de H(C). Luego, los conjuntos

Ueyr ={he H(C) : |h = flpor <&}

con ¢, R > 0 forman una base de abiertos de f € H(C).
El espacio H(C) se puede ver como un espacio de sucesiones. Podemos identificar f =
Z]O-O:O ajj% con (an)n. Con esta identificacién las seminormas dadas por
. kI kI
Il = sup £ (0) % = supa; =
J J- J J:
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definen la topologia de H(C) y, como H(C) es nuclear, las seminormas también

kI
IUM=H%'ﬁM

definen la topologia de H(C) (ver por ejemplo [74, Example 27.27] o [77]).

El Teorema principal del capitulo es el siguiente.
Teorema 3.1.1. El polinomio P € P(2H(C)) definido como
P(f)(z) = f(0) - f(z+ 1)
es mizring, cadtico y frecuentemente hiperciclico.

En una forma similar al polinomio ¢} B estudiado en el capitulo anterior (ver ecuacién (2.5))),
tenemos que P"(f)(z) = ¢n(f)f(z + n) donde

n—1 n—2
enlF) = O F7 7 ), (31)
Andlogamente ¢, cumple las relaciones de recurrencia
f(0) ifn=1,

en(f)2f(n—1) ifn>1.

Prueba de que P es mixing

Sean U y V conjuntos abiertos. Podemos suponer que U = Uy g and V = U, 4 g. Ademds
podemos suponer que R ¢ N y que tanto f como g no tienen ceros en Z.

Por el Teorema de Runge podemos encontrar, para n suficientemente grande, un polinomio
p tal que p € U y p(- + n) € V. Afirmamos que una aplicacién més cuidadosa del Teorema de
Runge nos permite encontrar un polinomio p tal que ademéds p cumple ¢, (p) ~ 1.

Sea ng € N tal que ng > 2R + 2, y fijemos n > ng. Esto implica que B(0,R) n B(n,R) = &y
que podemos definir bolas abiertas B!, B2 < C tal que {B(0, R), B!, B2, B(n, R)} son disjuntos
dos a dos y tal que |R| +1€ B,y |R| +2,...,n — |R| — 1 € B%, donde |R| denota la parte
entera de R. Ver Fig.

Definamos g(z) = g(z — n) y « cualquier on—|R|-2

-raiz del niimero
n—1 n—|R|-1 _on—|R|—3 R] . [R)—1 _
£(0)? f([RJ)2 12 N -g(n—[RJ)2 oo gn—1).
También consideramos los conjuntos abiertos perturbados en H(C),

g
Ui = {he HC): If = hlpom < 7}

- . £
b= {he HO) : 15— hlnm < 7}
Wi = {heH((C) : sup |h(z) — 1 < 1} and
2eB1 « k
W2 = {heH((C) s sup |h(z) — 1] < 1}.
2€B2 k
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32

Figura 3.1: Los conjuntos abiertos B(0, R), B!, B? y B(n, R).

Por el Teorema de Runge podemos encontrar, para cada k, un polinomio px en Ui N Wk} N W,? AVj.

Observemos que para j € N, tenemos

fG) itj<|R];

if j = |R| + 1;

if |[R|+1<j<n—|R|—1;
g(j) ifn—|Rl-1<j<n-—1,

pr(5) — 3

cuando k — 0. Por la definicién de «, tenemos también que ¢, (pr) — 1 cuando k — 0. Entonces,
para k grande vale que
- € € € B
len(Pr)k — GllBon,R) < 57 len (o) — UlpklBn,r) < 5T len(pr) — 1] (5 + HQHB(n,R)> <e.

Concluimos que podemos encontrar un polinomio pi con

If = pelBor <€ v lg—P"or)lBo,r) = 19— cn(Pr)Pkl Bn,R) < €

Esto prueba que P es mixing.

Prueba de que P es cadtico

Observemos que un vector periédico para P es una funcién cuasiperiddica, esto es, hay un

aeCyneNtal que f(z+n) =af(z). Si esto sucede, la homogeneidad de P fuerza a

(%(?bz) Ty (3.2)

ser un vector n-periédico para P. Notemos también que si f es peridédico para P, entonces Af no
es necesariamente periddico para P.

Es sabido que el conjunto de funciones periddicas es denso en H(C). Para probar que P es
1

s . . . e’ 7. 2n—1
cadtico vamos a mostrar que el conjunto de funciones periédicas que cumplen que (C % f)> ~1
n
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es también denso en H(C). Nos resulta tutil entonces tener una buena caracterizacién de las
funciones peridédicas. Sea un segmento infinito L, comenzando en cero, tal que L n T no es una
“T;(FL) € (1,3), y definimos @ = C — L (y luego un rama del logaritmo

puede ser definida en €2). Entonces, como la imagen de cualquier banda (n(0+k),n(14+60+k)) xiR

raiz de la unidad y 0 =

via e n * estd contenida en €2, tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.1.2. Si una funcion entera f es n-periddica entonces existe g holomorfa en Q2 tal que

2mi
f(z) =g(e™7)
para todo z perteneciente a cualquier banda de la forma (n(0 + k),n(1+ 60 + k)) x iR. Reciproca-

mente, si f(z) =g (e%ﬁ para todo z € C, entonces f es n-periddica.

Comenzamos ahora con la prueba de la caoticidad de P.
Sea U = {h € H(C) : |h — g|po,r) < €} un abierto no vacio de H(C) con R ¢ N. Nues-
tro objetivo es encontrar, para algin n € N, una funcién n-periédica f € U tal que también
—1

—1
en(f)Z=1f e U. Por (3.2)), esto implica que ¢, (f)2™T f es un vector periddico para P y luego, el

conjunto de vectores periddicos es denso en H(C).

Sea ng € N tal que ng > 4R. Como las funciones periédicas con periodo més grande que ng
son densas en H(C) [B, Sublemma 7], existe, para algin n > ng, una funcién n-periédica f con
If — 9l Bo,r) < §5- Podemos suponer que f(j) # 0 para todo j € Z.

Tomemos ahora k € Z tal que B(0, R) estd contenida en la banda (6 + k,n + 6 + k) x iR.
Entonces, por el lema anterior, f(z) = h(e%) para todo z € B(0, R) para una funcién holomorfa
h en Q. En vez de aplicar el Teorema de Runge a la funcién f se lo aplicaremos a h. La funcién

2miz

e » mapea Ny a GG, las raices enésimas de la unidad, a las cuales denotaremos wy, ..., wn—1-

Luego, h(wj) # 0 para todo w; € G, y tenemos que

2miz 2miz

P"(hoe n )=¢y(h) -hoe n ,

donde &, (h) := h(wo)?" " ... h(wn_1) = ca(ho ey). Consideremos By = {627:2 : ze B(0,R)} v
observemos que wo, w1, ..., W|R|, Y Wn_|R|,---Wn—1 €stan en B mientras que w|g|41;---,Wn—|R|-1

estan en (EC) También, como n > 4Ry 0 € (i, %), tenemos que By € Q y que h es holomorfa

en Bj. El Teorema de Runge nos permite encontrar h tal que h est4 cerca de h en By y al mismo
tiempo En(il) estd cerca de 1. En efecto, tomamos By y Bs conjuntos abiertos tal que w41 € B,
W{R|+25 -+ - »Wn—|R|—1 estdn en B3y By, By, B3 son disjuntos dos a dos. Ver Fig. .

Definimos ahora U}, UL, Ul conjuntos abiertos en H(C) como
€
vt ={ge H(C): lg—hls, <}
1 €
s3] <5}

Uéz{geH(C):sup 5

ZEBQ

€
Ué = {ge H(C) : sup |g(z) — 1] < l};
ZEBg
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3.1. Un polinomio homogéneo hiperciclico en H(C)

Figura 3.2: Los conjuntos By, By, Bs, Ly y G.

|R]-2

donde « es una 2"~ -raiz del ntimero

n—1 n—|R|—1 n—|R|-3 LR] |R|-1
h(w0)2 teee h(w[RJ)2 . 12 et 12 . h(wn—[RJ)Q et h(wn)

Por el Teorema de Runge podemos encontrar, para todo [, un polinomio h; € U{ N Ué N Ué.

Por la eleccién de hy y a, é,(h!) — 1y ||hy — h||p, — 0 cuando [ tiende a infinito. Luego,

27iz 27iz

n _hOeTHB(O,R)_)O‘

27miz

_—1
n — flBo,r) = [én(h)T—Thjoe

2miz

—1
len(hjoe n )2"=Thjoe

2miz 27miz

—1 .
Tenemos entonces que para [ suficientemente grande, ¢, (hjoe = )2"-1hjoe » € U. Finalmente
2miz . 2miz —1 2miz
por el Lema hyoe n es n-periédico y por (3.2)) ¢ (hjoe™» )Z™-Thjoe n es un vector

periddico para P.

Prueba de que P es frecuentemente hiperciclico

Para probar la existencia de vectores frecuentemente hiperciclicos usaremos el siguiente re-
sultado [32, Lemma 2.5].

Lema 3.1.3. Ewisten subconjuntos disjuntos dos a dos A, ,, de los nimeros naturales, cada uno
de ellos con densidad inferior positiva y tal que para cualquier k € Ay, k' € Ay vale que

k>m,ylk—K|>m+m'sik+#Fk.

Probaremos ahora que P admite vectores frecuentemente hiperciclicos. Nuestra prueba sigue
el Ejemplo 9.6 en [58] junto a una aplicacién cuidadosa del Teorema de Runge.

Sean A, los subconjuntos dados por el lema anterior y consideremos (k;); < N la sucesion
creciente formada por | J Ay m. Si kj € Ay definimos B; = B(kj,r;), donde r; = % + % es un
radio no natural. Deducimos por el anterior lema que los B; son disjuntos dos a dos. Sea (pn)n

una sucesién densa en H(C) tal que p,(l) # 0 para todo [ € Z, n € N.
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Aplicando el Teorema de Runge recursivamente encontraremos (f;); < H(C) tal que f;
aproxima a p;j(z) := pn(z — k;) en Bj, donde n es el tnico niimero natural tal que k; € A, ,, tal
que ¢y, (f) estd cerca de 1, y tal que f;(I) # 0 para todo [ € Z. Para lograr esto, sea (g;); € {1
una sucesion de ntimeros positivos tal que ¢; < % si kj € Ay, . Definiremos inductivamente una

sucesién de funciones enteras y una sucesion de nimeros positivos (d;); que cumplan
(&) [ fj+1— fjHB(o,ijrkij) <j
(b) llew; oy (fi+1) fiv1 — Pjr1lBy < 9;
(¢) dj+1 < min{gji1,512/2, 741},
(d) 641 <y — Zi:lo o, paralg=1,...,7y
(e) fj+1 no tiene ceros en Z,

donde ~; es un nimero positivo que depende de f; como sigue. Para cualquier g€ H(C) y j € N,
sea @ : C* — C definido como

2k]~71

D, (l’o,...,l‘kj_l) =) S TRy
Luego, si tomamos

Kgj= sup |g(2)],

|z]<kj 41

tenemos que ®; es uniformemente continua en el producto de los discos cerrados H;Z B0, Ky + |lef1) ©
Cki y que
cr; (9) = Pj(wg,5),
donde z ; es el vector (g(0),...,g(k; —1)). Como ®; es uniformemente continua, dado el nimero
= 7 > 0 existe 7g,; > 0 tal que para todos z,y € B(0, Ky +|lef1) x---xB(0,Kq; + |le]1)

J
2(Kg,j+ el
tenemos que

€j

if & — yll < gy then @, () — @ (y)] < =T
= o = W= Ky + el

(3.3)

Una vez fijada f;, 7; serd definido como v; := 7y, ;.
Comenzamos definiendo fi(z) = pi1(z) (luego hemos definido ~v; := 7¢,,1). Tomamos 6; > 0
de modo que

01 < min{e,e2/2, 71}

Supongamos ahora que hemos contruido fi,...f; € H(C) y d1,...,6; € R5q satisfaciendo
(a)-(e). Vamos a definir ahora fj11y ;41

Consideremos le»H y BJZJr1 abiertos disjuntos tal que k; +1 € B}H, {kj+2,.. . kjiti—|rjs1|—
1} < BJQ-+17 y tal que {|z| < k; + %}, B}H, BJZH, Bj 41 son disjuntos. See Fig.

Aplicando el Teorema de Runge podemos encontrar funciones enteras ¢g; cumpliendo

1) g — fjHB(o,kﬁkij) <%
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3.1. Un polinomio homogéneo hiperciclico en H(C)

Figura 3.3: Los conjuntos abiertos B(0, k; + %), B}H, BJZH y Bji1.

(i) sup.cp:, loi(2) — dy| < 5.
(i) sup.cpz,, la(z) — 1] < 7.
(iv) g = pjs1lBes < Fy
(v) g; no tiene ceros en Z;
donde 1/d; es una rafz 2%+1 % =2_¢sima del nimero
fj(O)Qkﬂrl'- - -'fj(kj)Qkﬁrkrl'12kj+17kj73'- : -'12LTH1J']5j+1(kj+1—[7°j+1J)2[TjHJ71'- Dj1(kjr1—1),

de modo que ¢y, () tiende a 1 cuando [ — o0. Tomemos ahora [ suficientemente grande tal que
Ej+1

= < d; y tal que

Hcijrl(gl)gl _ﬁjJrlHBj-H < |ij+1(gl) - 1‘ ) ”ngBj+1 + Hgl _ﬁj+1||Bj+l

~ [ Es
< lewyyq (9) — 1] - (Hpj+1|\Bj+1 + 7”) + TJ < J;.

Para tal | tomamos f;1 := g;. Observemos que el nimero 741 > 0 queda determinado. Final-

mente tomamos d;41 > 0 tal que

J

) Ej+2

6j+1 < min {€j+1, %77]’—}-17’% - 5j77j—1 - 5] - 5j—17 o1 — 2 51} .
=1

Esto concluye la construccién de (f;); y (6;); satisfaciendo (a)-(e).

Definimos ahora f como
o0

fi=F+ ) (fin = 1)
J

=1

Notemos que (d) implica que

Z(sné’)/j,

n=j

y en particular, la sucesién (d;); € ¢1. Luego, (a) y el hecho de que k; + % — oo implican que f

es una funcién entera y que f = lim;_, f;. Mds atn,
Ck; (f) = (P(xf,j)a
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donde Lfj = (fj(o) + anj(fn+1(0) - fn(o))v tee vfj(kj - 1) + anj(fnJrl(kj - 1) - fn(kj - 1))) :

Ademés, por (a) y (c), los vectores zf j y xy, j pertenecen a B(0, Ky, j + [e]l1)x---xB(0, Ky, j + |€]1)

y como
lzss =20 < o D Far1(2) = fal2)| < D) 00 < i,
Z < 7’L>j ’I’LZ]
por (3.3]) obtenemos
c.
lew; (F) = cr; ()] = 12 (z5,5) — sy, )] < ﬁ“g”) (3.4)
Sea z € Bj, entonces usando (a),(b),(c),([3.4),
ek, (F)f(2) = pu(z — Kj)| < lex; (f5) f(2) —pn(z — k) + | (cx, (f) = cr, (f5)) f(2)]
St 2<KJ Tl >’f )
&j
S 6] K n \
20 + T *Z
Por lo tanto, para k; € A, ,, tenemos que,
sup  |PYf(z) —pa(2)| = sup |PY f(2) —pn(2)| = sup [ex; () f(2) = palz — kj)| < &5 < -
l2|l<2+L 2€B;—k; 2€B; m

Notemos que los conjuntos

1

Unm = {he H©) . sup  [h(2) —pal2)] < — b,
|2l < B+ m

con n,m € N, forman una base de abiertos de H(C). Finalmente como para k € A, Pk(f) e

Un,m y cada A, ,, tiene densidad inferior positiva, concluimos que f es un vector frecuentemente

hiperciclico para P.

3.2. Ejemplos de polinomios no hiperciclicos en H(C)

El propdsito de esta seccién es mostrar como muchos polinomios naturales en H(C) fallan en
ser hiperciclicos. En vista de los resultados probados en la secciéon anterior, y el hecho de que la
dindmica de los operadores traslacién y diferenciacién en H(C) comparten muchas propiedades,
un candidato natural a ser hiperciclico es el polinomio homogéneo P(f) := f(0)- f’. Otra motiva-
cién favorable viene del estudio de los operadores bilineales en H(C). Bés y Conejero consideraron
en [24, Section 4] el operador bilineal M (f,g) = f(0)g’, y mostraron que es hiperciclico (en el
sentido definido por los autores, ver también el Teorema |4.1.4] en el siguiente capitulo donde se
muestra una prueba alternativa de este hecho). Como M (f, f) = P(f) es razonable esperar que

P sea también hiperciclico. Sorprendentemente el polinomio falla en ser hiperciclico.
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Proposicién 3.2.1. El polinomio homogéneo P(f) := f(0)f'(z) no es hiperciclico.

Demostracién. Las iteraciones de una funcién f son de la forma P™(f) = ¢, (f)f™, con

en(f) = FOO)2 F1(0)* .. f=1(0).

Este hecho puede ser ficilmente probado por induccién. También ¢, (f) puede ser definido por

277.—1 2n—2

las relaciones de recurrencias

Cl(f) = f(());
en(f) = ena1(£)2FD(0).

Definamos X € H(C) como X := {f € H(C) : limsup |c,(f)(n!)?R"| = o0, para algin R > 1},
el cual jugaré el rol de conjunto de Julia. La prueba sera dividida en tres partes:
1. X es P-invariante.

2. 0 no esté en la clausura de X.

3. Si f ¢ X entonces f no es un vector hiperciclico de P.

Si probamos , y entonces se deduce que P no es hiperciclico.
Prueba de (). Notemos que ci+1(f) = f(0)cx(P(f)). Tomemos f € X y sea R > 1 tal que
lim sup |c,, (f)(n!)?R"| = oo. Entonces Pf € X, porque
(R+1)" _
FO)(n+1)2Rr+1|

limsup |, (Pf)(n!)*(R + 1)"| = limsup |cp41(f)((n + 1)1)2R" 0.

Prueba de . Supongamos que (fx)r S X es una sucesién que tiende a cero. Como ¢, es
continua, existe una sucesion (kp)n S N con |cn(fr,)] < 22% Tomando una subsucesién, podemos

suponer que
1
len (fn)] < 92

Afirmamos que para cada n, existen j = 0 tal que |f7(lj+n) (0)| > (j + n)?™™. En efecto, si

(j+n) 1
’fn 2n+%

(0)] < (j+n)?™™ para todo j > 0 entonces probamos por induccién que |¢jn(fn)| <

para todo j = 0. Ya lo sabemos para j = 0. Supongamos que vale para j. Notemos que para todo

par n, j, tenemos que
9(n+j)logy (n+j)

—_— <
9(vI-1)2" 3

Luego,
) 1 A
enrinn ()l = 1A DO < —— |75 (0)]
222
< 1 omti)logy(nt))
22n+1+%
9(n+j) logy (n+7) 1

j 1 g1 j+1 °
22n+%+§2(\/§_1)2n+%+§ 22n+7T
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Esto implica que f,, no estd en X, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto | fT(L] ) (0)| > (j +n)? ™™ para algtin j = 0. Recordemos que las seminormas dadas

por
kI

i

| £l = sup |£9(0)
J

definen la topologia de H(C) (ver por ejemplo [74, Example 27.27] o [77]).

Para cada n, sea j, = 0 tal que |fT(Lj"+n)(0)| > (jp +n)» ", Luego,
— @)1 2= (jn+n)
= su 0)|—= > |fy 0 - > 1.
Il = s 59O > |9 O

Esto contradice el hecho de que f,, — 0.
Prueba de . Supongamos que |c,(f)(n!)?| < L < oo para todo n > 0. Luego, aplicando las

desigualdades de Cauchy, tenemos que para algunos M,r > 0,

L M(n+1)!
(2~ gt

160(P" )] = lens1(F) fH(0)] <

Por lo tanto f no es un vector hiperciclico. O

A pesar de no ser hiperciclico el polinomio P(f) = f(0)f’ tiene dindmica interesante. En
efecto, es cuasiconjugado al polinomio Q = €} B € P(2¢;), estudiado en el capitulo anterior.
Proposicién 3.2.2. El polinomio P(f) = f(0)f'(z), P € P(2H(C)) es cuasiconjugado al poli-
nomio Q(f) := €, B, Q € P(*41) via el morfismo @(Z;Ozl Tjr1€5) = Z;O:o xj+1%.

H(C) 2 [(c)
Demostracién. Probamos primero que ® est4 bien definida. En efecto, || Z;O:o xjj—f e < |z|1] Z;io 1-
2l = Nl1le” .

Si x € {; tenemos que ®(e|B)(z) = ® (xl DI x]-+1ej) = 1 - (Z;O:Oxﬁg%) = 0o -
D (2;10 xjH;.i!') = 50D (® (). O

No hemos definido atin la nocién de §-densidad para espacios de Fréchet. Dadas las seminormas
pn induciendo la topologia de X diremos que un polinomio P es d-hiperciclico si existe una
sucesién 6, v € X tal que para cada p, e y € X existe un j tal que p,(P?(z) —y) < .

Aplicando el Teorema [2.2.16] obtenemos el siguiente teorema.

Corolario 3.2.3. Sea P € P(2H(C)), P(f) = f(0) - f'. Entonces existe f € H(C) tal que f es
un vector débil hiperciclico, I'-superciclico para todo T tal que 0 es punto de acumulacion de I" y
0-hiperciclico para alguna sucesion (0p)n. Mds ain el polinomio es I'-superciclico para todo T' no

acotado.
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3.2. Ejemplos de polinomios no hiperciclicos en H(C)

Aron y Miralles [6] probaron que el polinomio P € P(?C*(R)) definido como P(f)(z) =
f(z + 1)? es hiperciclico. Sin embargo, si consideramos la aplicacién andloga, pero en H(C),
entonces el polinomio falla rotundamente en ser hiperciclico. La rigidez de las funciones holomofas
obstruye nuestra bisqueda de polinomios homogéneos hiperciclicos. En particular, el teorema de
Hurwitz impone restricciones a este tipo de problema. Esto ya fue notado en [4], cuando los

autores buscaban dlgebras de vectores hiperciclicos.

Proposicién 3.2.4. Sean a,be C y P e P(?H(C)) el polinomio definido como

P(g)(2) = g(z + a)g(z +b).

Si f es un punto de acumulacion de una orbita de P entonces ¢ bien f es idénticamente nula ¢

f(2) # 0 para todo z € C. En particular, P no es hiperciclico.

Demostracion. Notemos que si g € H(C), entonces

k k
P(g)(2) = [ [ 9(z + ja + (k= )b) (0. (3.5)
j=0

Sea f € H(C) y supongamos que f tiene un cero de orden m > 1 en 2. Si P*(g) converge
uniformemente a f en B(zp,2(|a| + |b])), tenemos por el Teorema de Hurwitz’s que, para cada
radio suficientemente chico § > 0, hay un [y tal que para cada [ > [y la cantidad de ceros de
PFi(g) en B(z,6) es m. Luego, para cada | > lp hay un j; < k; tal que g(- + jia + (k; — j;)b)
tiene un cero de orden positivo en B(zg, d). Pero esto implica que, por , que P (g) tiene que
tener otro cero de orden > k; en B(zp+a—0b,0) (0 en B(zg —a+b,0) si j; = ki), y luego f tiene

que ser idénticamente nula. ]

Contrariamente fue probado en [4] que el operador de diferenciacién admite un algebra de
vectores hiperciclicos. Sin embargo, el Teorema de Hurwitz también impide que potencias del

operador diferenciacién sean hiperciclicos.

Proposicién 3.2.5. Sea P € P(2H(C)) uno de los siguientes polinomios
(i) P(g9)(2) = ¢'(2)?,
(ii) P(g)(z) = g(2)g'(2).

FEntonces, P no es hiperciclico.

Demostracion. Solo probamos (i), ya que la demostracién de (ii) es andloga. Notemos que si
d'(20) = 0 entonces (P(g))(z0) = 0. Supongamos que P (g) — z2. Entonces P (g)" — 2z. Por
el Teorema de Hurwitz, existe kg tal que para todo k = kg, P (g)’ tiene un cero de orden 1 en
B(0,1). Luego P"(g)’ tiene un cero de orden al menos 1 en B(0, 1) para todo n = ny,. Concluimos

que g no es hiperciclico para P. O
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Capitulo 4

Operadores multilineales

hiperciclicos en espacios de Banach

Como una extensiéon natural de la teoria de de los polinomios homogéneos uno puede con-
siderar Orbitas de operadores multilineales. Al considerar la érbita inducida por un operador
multilineal surge un primer problema; Cual es la nocién correcta de érbita 7 Mientras que el n-
estado de una aplicacién continua f es la enésima composiciéon de su estado inicial, no podemos
componer canénicamente a M ni siquiera una vez, yaque M : X x X ... X — X.

Los primeros en estudiar este problema fueron Grosse-Erdmann y Kim [56] y, para evitar las
limitaciones impuestas por la bola limite, definieron la érbita inducida por un operador bilineal
de la mayor forma posible. Recordemos su definiciéon. Dados X un espacio de Banach y vectores
x,y € X la érbita inducida por un operador bilineal M € £(2X; X) con condiciones iniciales (z, y)
es Un>oM™ donde los n-estados M™(x,y) son inductivamente definidos como M°(z,y) = {z,y} y
M™(x,y) = M" Y(x,y) U {M(z,w) : z,w e M"1}. Un operador bilineal se dice bihiperciclico si
existe una orbita densa en X. Con esta definicién la nocién de bola limite sigue presente. Si ambos
x,y pertenecen a WB x entonces toda la 6rbita tiende a cero. En [56], algunos resultados sobre
operadores bihiperciclicos fueron obtenidos. Por ejemplo, el conjunto de vectores bihiperciclicos
es Gs pero nunca residual. Ademas los autores lograron producir operadores bilineales (no nece-
sariamente simétricos) bihiperciclicos en espacios de Banach arbitrarios (incluso en el caso finito
dimensional). Sin embargo, no se sabe si el operador puede ser tomado simétrico y la siguiente
pregunta fue propuesta. (ver [50, p. 708]).

Pregunta A. Sea X un espacio de Banach separables; Fxiste un operador bilineal simétrico
en L(3X)?

La definicién de 6rbita inducida por un operador multilineal no es candnica y otras interpreta-
ciones son posibles. Mientras que el estado enésimo de las iteraciones de un operador lineal depen-
de tinicamente del paso anterior (x,, = T(x,—1)) , seria deseable que el enésimo estado de un ope-
rador m-lineal dependa de los m-pasos anteriores. Bés y Conejero [24] definieron la érbita inducida
por un operador multilineal M con condiciones iniciales x1_,, ...z como Orby(Tm—1,...%) =

Un{zn}, donde cada x, se define inductivamente como x,, = M (xp—m,...,Tn—1). Un operador
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Capitulo 4. Operadores multilineales hiperciclicos en espacios de Banach

multilineal se dice hiperciclico si existen x1_,,..., 29 € X tal que Orby(x1—m,...2o) es denso
en X. Como la dérbita en el sentido de Bés y Conejero estd contenida en la érbita en el sentido
de Grosse-Erdmann y Kim se sigue que un operador bilineal hiperciclico es bihiperciclico. Esta
contencién implica que también en este caso hay una nociéon de bola limite para espacios de

Banach, si m vectores consecutivos pertenecen a n Byx, entonces la 6rbita tiende a cero

1
|pm=t
y luego el conjunto de vectores hiperciclicos no es residual. En [24] fueron obtenidos ejemplos de
operadores multilineales en espacios de Fréchet no normables, incluyendo H(C) y CN. También

fue probado que todo espacio de Banach, de dimensién infinita y separable, admite un opera-

dor multilineal superciclico (i.e. COrbas(x1-m,... z,) = X). Sin embargo, no se conocen ejemplos
de operadores multilineales en espacios de Banach ni operadores multilineales hiperciclicos sin
conjunto de vectores hiperciclicos residual. Las siguientes preguntas fueron propuestas en [24],
Section 5.

Pregunta B. Sea X un espacio de Fréchet y M un operador multilineal hiperciclico; Es el
conjunto de vectores hiperciclicos residual?

Pregunta C ; Ezisten operadores multilineales hiperciclicos en espacios de Banach?

Por supuesto una respuesta positiva a la pregunta B implica una respuesta negativa a la C.

La estructura del capitulo es la siguiente. En la Seccién [4.1| proponemos una nocién de transiti-
vidad para operadores multilineales y analizamos ejemplos de operadores multilineales hipercicli-
cos en espacios de Fréchet no normables con y sin conjunto de vectores hiperciclicos residuales.
En particular respondemos la Pregunta B mostrando un operador multilineal hiperciclico sin
conjunto residual de vectores hiperciclicos. En la Seccion respondemos la Pregunta C de for-
ma positiva. Més atn, construimos operadores multilineales hiperciclicos en espacios de Banach
arbitrarios. En la seccién estudiamos el operador bilineal €/ (x)B,(y) + €} (y)B(z), que es la
simetrizacién del polinomios €} - B, estudiado en el Capitulo [2l Usando la teoria de los conjun-
tos de Julia probamos que en todo espacio de Banach separable y de dimension infinita existen
operadores bilineales simétricos bihiperciclicos

El contenido de este capitulo estd basado en el trabajo [34].
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4.1. Operadores multilineales hiperciclicos en espacios de Fréchet no normables

4.1. Operadores multilineales hiperciclicos en espacios de Fréchet
no normables
La érbita de un operador m-lineal M con condiciones iniciales (21—, ..., xo) fue definido en

[24] como el conjunto

Orby(T1—m, -+, 20) = Unz1-miTn},

donde cada x;, se define inductivamente como x,, := M (Zp41—m, - .- Ty). El operador m-lineal se

dice hiperciclico (en el sentido de Bes-Conejero [24]) si existe una m-tupla (z1_m,...,x0) € X™
tal que la érbita m-lineal de M con condiciones iniciales (21—, ..., zo) es densa en X. En este
caso decimos que (Z1_p,...,Zp) es un vector hiperciclico de M.

Una familia de funciones {f, : n € N}, f, : X — Y se dice universal si existe z € X tal
que la érbita {f,(z) : n € N} es densa en Y. Ademas, la familia se dice transitiva si para todo
par de abiertos U € X y V € Y, existe n tal que f,(U) n'V # . Por lo tanto, si definimos

inductivamente

Ml(a:l_m,...,xo) = M(a;l_m,...,xo),

M™(z1-m, - .. ,ZC()) = M(xg,Ml(xl_m, Ceey Q) - .,Mmil(xl_m, e ,Z‘o)),

M™Z1 sy x0) = MM ™ (21 sy 20)s ey, M2y s 20)),  for n > m;

tenemos por definicién que un operador M m-lineal es hiperciclico si y sélo si la familia {M™ : n €
m

N}, M™: X x...x X — X es universal. Como los vectores universales de una familia universal
son G se sigue que el conjunto de vectores hiperciclicos de un operador multilineal es Gj.

Es bien sabido (ver [55]) que si X es un espacio métrico separable e Y es separable, entonces
una familia es transitiva si y sélo si es universal y los vectores universales son residuales. Luego, si
la familia { M} es transitiva entonces M resulta hiperciclica con conjunto de vectores hiperciclicos

residual. Esto nos permite dar una nocién de transitividad para un operador m-lineal M.

Definicién 4.1.1. Un operador m-lineal M se dice fuertemente transitivo si la familia {M™} es

transitiva. Equivalentemente, M es hiperciclico con conjunto de vectores hiperciclicos residual.

Luego, la Pregunta B puede ser reformulada de la siguiente manera:

Sea X un espacio de Fréchet y M un operador m-lineal hiperciclicos; Es necesariamente M
fuertemente transitivo?

Notemos que si X es un espacio de Banach, entonces ningin operador m-lineal es fuerte-
mente hiperciclico. En efecto, de la misma forma que ocurre para polinomios homogéneos y
para operadores bilineales bihiperciclicos [56], es posible definir una nocién de bola limite: si
I T = WBX entonces la érbita Orby{z1—m,...,Zo} estd contenida en WBX’
mds adn la érbita es una sucesién que converge a cero. Luego, el conjunto de vectores hiperciclicos

no es denso en X" y en consecuencia el operador no es fuertemente transitivo.

71



Capitulo 4. Operadores multilineales hiperciclicos en espacios de Banach

En [24] fue probado que el operador multilineal M = ¢} ® --- ® €] ® B es hiperciclico en
CN, donde CN es el espacio de sucesiones complejas con sistema fundamental de seminormas
|alr = max;j<k |aj| y B es el operador coshift. Ademds los autores probaron que el conjunto de
vectores hiperciclicos es residual, luego se sigue que M es fuertemente transitivo. Seguiremos otra

aproximacion la cual creemos més simple. Probaremos que M es fuertemente transitivo.

Proposicién 4.1.2. Sea M € L(™CYN), M(x1_p,...,20) = [T1-m]1...[r_1]1B(x0). Entonces

M es fuertemente transitivo.

Demostracion. Las iteraciones de un vector (z1—_m,...,Zo) son de la forma
n n
M"™(x1—m, .- x0) = cpn(T1—m, - - -, 20)B" (x0),
donde ¢, (21—, ..., 2) es una funcién continua que depende tnicamente en [z1_m,]1,...,[z-1]1

y en las n — 1 primeras coordenadas de xg. Aplicando un argumento inductivo se sigue que los
pesos ¢, satisfacen la relacién recursiva ¢pm4j41 = Cjs1 - Cjtm[Zolj+2 - - [€0]j+m-

Sean Ui_yy, . .. Uy conjuntos abiertos. Como la familia de conjuntos Be ., = {y : |z —ylx < €}
es una base de conjuntos abiertos para la topologia de CN, podemos suponer que Bekw € U
para algin k > m, w € CN. Vamos a mostrar que Mk(Ul_m,...Uo) es CN. Para i < m sea

Ti—m € Ui_m, tal que [zi—m]1 # 0y 2o € Be g cumpliendo ademds que [zo]; # 0si 1 < j < k.
Sk (2)

ek (T1—m,---T0)

las primeras coordenadas de x1_,,...T_1 y las primeras n — 1 coordenadas de xg,

Sk Sk
MF (ml_m, e, X1, T F (2) ) = ck(T1—m, - .. ,xo)Bk <ac0 + (2) ) = 2.
ck(xl—ﬂ’mu'uxo) Ck(xl—my-'wa)

Sean z € CN y S el operador shift. Tenemos que zg + € Uy y como ¢, lee inicamente

O]

Recordemos que la 6rbita inducida por un polinomio homogéneo P(y) = ¢(y)T(y), donde ¢
es un funcional lineal y T es un operador lineal es de la forma ¢, (y)T"(y), (ver donde

(T ().

La 6rbita inducida por un operador bilineal M (z,y) — ¢(x) - T'(y) es levemente distinta de

277,71

cn(y) = ¢(y)

la 6rbita inducida por P. En este caso obtenemos que M"(x,y) = ¢, (z,y)T"(y), donde
cn(,y) = (@) o(y) o (T2 (),
y F,, es la sucesion de Fibonacci:

1 sin=12
F, =
F,_1+ F,—2 en caso contrario.

En efecto, M(z,y) = p(z)T(y), M*(z,y) = M(y, p(2)T(y)) = ¢(x)o(y)T*(y) y sin > 3,
M™(z,y) = M (cn—2(z, )T (1Y), ca—1(2, )T () ¢ (cn—2(z, ) T">(y)) cn1(z,9)T" ()

= coo1(z,y)en—2(z,y) - T 2(y) = cnl,y) T (y).
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. . ’ . n . . . . 7’
A pesar de que el comportamiento asintético de FF oy 2,%—,1 parecen ser similares, la diferencia mas
-

1
importante es que el valor (T 1)(y) no aparece en el producto de c,(z,y). Esta consideraciéon

va a jugar un rol importante para probar el Teorema

Adaptando las técnicas desarrolladas en el capitulo anterior para probar que el polinomio
P(f) = f(0)f(- + 1) es hiperciclico en H(C) probaremos que el operador bilineal M(f,g) =
f(0)g(- + 1) es fuertemente transitivo en H(C).

Teorema 4.1.3. El operador bilineal B € L(>?H(C)) definido como B(g, f)(2) = g(0)f(z + 1) es

fuertemente transitivo.

Demostracion. Recordemos que B"(g, f) = cn(g, f) f(z + n), donde
cnlg, f) = g(0) F(O)" ... f(n = 2)

y F,, es la sucesiéon de Fibonacci clasica. Sean Ui, Us, V' conjuntos abiertos no vacios. Podemos

suponer que
Ur={he H(C): |h— filBo,r) <€}
Uy ={he H(C): |h— fa|lpo,r) <€}
V ={he H(C): |h—g|po,r) <€}

donde R > 2, R no es un ntimero natural y g, f1, fo no tienen ceros en los niimeros enteros. Vamos
a probar que B?"(f1,h) € V, para algtin h € Uy, donde ng = |R| + 1. Notemos que R < ng <
2ng — R < ng + 1. Luego, ng es el tnico nimero natural tal que {k e N: R < k <2n9— R}, y
[0,2n0] "N < [0, R] U {no} U [2no — R, 2np].

Consideramos ahora para cada [ € N,
Ul = {he H(C) : |h(z) — fa2(2)] < ; para todo z € B(0, R)}
Vi={he H(C):|h(z) — g(z — 2no)| < ; para todo z € B(2ng, R)},

W' = {he HC) : |h(z) — a| < ; para todo z € B(no, 8)},

donde ¢ es lo suficientemente chico tal que B(0, R), B(2ng, R), B(ng,d) son disjuntos dos a dos

1 . ’ yo 7
y 5 es cualquier rafz Fj,,_1-¢sima del nimero

F1(0)72m0 fo(0)F2mo=1 fo (1) F2no=2 .. fo(ng — 1) 0 g(—ng + 1)T0=2 ... g(~2)™.

Por el Teorema de Runge existe, para cada [, una funcién h; € Ué N VA W Por lo tanto,
1Pt = fallBo,r)y = 05 1Pt — 72009l B(2no,R) = O ¥ M — @l B(ng,s5) — 0, as I — co. Notemos que,
por la eleccién de «, can,(f1, ;) — 1. Luego tenemos que,

le2no (1, )l — T—2n0 9| B(2no, ) < lC2n0 (f1: 1) = 1| - (il B(2ng,r) + |1Pi — T—2n0 9] 200, R)

< Je2ng (f1oha) = 1]+ [hi — 72009 B(2n0, R)

€
+ Jeang (1, ) = 1| [7-2009] B(2no,R) + 7 = 0.
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Tenemos entonces que para [ suficientemente grande,

leang (f1, )y — T—200 9l B(2no,R) < €

o equivalentemente B2m(f1, h;) € V. Como f1 € Uy y h; € U, concluimos que B es un operador

multilineal hiperciclico. O

En [24] fue probado que el operador bilineal M € £2(H(C)), M(f,g) = f(0)g' es hiperciclico
(notar que, en contraste, el polinomio homogéneo asociado f — f’(0)f no es hiperciclico, ver
Teorema . Aqui presentamos otra prueba la cual creemos més sencilla. Probamos ademas
que el operador no es fuertemente transitivo y luego el conjunto de vectores hiperciclicos no es
residual. Esto responde la Pregunta B. La prueba explota el hecho de que el valor g(”_z)(O) no

aparece en el producto de la definicién de ¢, (f, g).

Teorema 4.1.4. Sea M(f,g) = f(0)¢'(z). Entonces M es hiperciclico y no fuertemente transi-

tivo.

Demostracién. Recordemos que M"(f,g)(z) = cn(f,9)9"™ (2), donde

cn(f,9) = £(0)mg(0) =1 gD (0)F

y (Fp)n es la sucesién de Fibonacci clasica. Los pesos ¢, satisfacen ademas las relaciones recursivas

ci(f,9) = f(0);
c2(f,9) = f(0)g(0);
cns1(f,9) = ealf, 9)en-1(f,9)g" 2 (0).
Vamos a exhibir un vector universal del tipo (1, f). Vamos a escribir entonces ¢, (f) en vez de

cn(1, f). La idea es construir una funcién @ tal que para alguna sucesién (n;);, M™ (1,Q) = Q)

(i-e. cn, (Q) = 1) y tal que Q) —p; — 0 para una sucesion densa apropiada de polinomios {p;};.
arg(\)
n

1 . . 1
Para A € C , sea A» la raiz enésima de A cuyo argumento es , de forma que A» — 1
para todo .
l l
. . o n z . e e L n+1 z
Dado un polinomio p(z) = >}, ;% vamos a considerar su primitiva usual I(p) := > ;" aj_1 5.
Sea {p,}, una sucesién densa de polinomios de modo que si p,(z) = X" ai 2" entonces se
cumple que para 0 <i < n % <lain| <nyqueaj, =0sii>n.
Vamos a construir nuestra funcién universal de forma inductiva. El primer paso es simple. Sea
. 2 3 , .
n1 = 3. Definimos ()1 como a1 + ap,12 + a115; + 51%!, donde o y 1 son nimeros complejos tal
que los pesos c4(Q1) ¥ ¢5(Q1) son ambos uno. Como |ag 1| = |a1,1| = 1 se sigue que |a;| = |1] = 1.
Paso 2: Para un nimero grande no a ser determinado consideramos los inicos ntimeros com-
: z* 5 ng—1 42! 2"2 :
plejos az y B2 tal que Q2 = Q1 + aofy + IPpa + 2325 137 + B2 satisfacen que cn,11(Q2) ¥
Cny+2(Q2) son iguales a uno.
Afirmamos que si C' > 0 tal que

L

j B < CJ para todo j, k, (4.1)
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entonces ay < C2M7*! y para ny suficientemente grande, S < C2"2. Para esto notemos que,
como c5(Q2) y c4(Q2) son ambos iguales a uno, entonces M°(1,Q2) = Qg5) = M(l,le)) y

MS(1,Qs) = QP(0)Q = M2(1,QM), v luego cn(Q2) = cn_s(QSY) para todo n > 0. Por lo
tanto, si tomamos k = ny — 4, tenemos que ¢, (Q2) = cx (042 + I(p2) + Zé’:j 17—; + ,82%). Ahora

Ck:—i—l(le)) = Cn2*4+1(Qg4)) = Cn2+1(Q2) = 1 y entonces

F, Fr1 Fy_3 _
Q" gy " ..t Ggg -1-...-1=1.
l
Si definimos I'y j; como el nimero |ag, o| F-1 . . ag, o|Fr—3 esto 1mphca que Qg = 2 k . Usando
Fjp-1 N
que 1 < a;2| <2y que Zl 1 Fj = Fny2 — 1, tenemos que |ag| < 2Fk =2 I <02 =

02n1+1'

Miramos ahora la condicién ck+2(Q(24)) = 1 para obtener

Fri1  Fy Fk2 _
Wy gl Gy 1...-1- 8y =1.

Luego
Fri1 1

|Ba] = Top Tk

Uo i1

Calculamos este nimero usando la identidad de Vajda’s, [91, Appendix (20a)]
FnyiFn+j — FnFnyivy = ()N EF;.

Aplicando la férmula de arriba para cada N =k —1—1,i=1y j =1+ 1 obtenemos

|Bo| =Top T

Concluimos que si ng es suficientemente grande, |32| < C2"2.
Paso tres (paso inductivo): supongamos que hemos definido Q1,...Qk, a1,...ag, f1,..., Bk,

y numeros nq,...,n; tal que parada cada 1 < j < k,

nj+l . -1 +1
L Qi1 = Q; + gty + 12 (Pyan) + S0 a1 3 + B 5y

n; +1H
2. Cn]'+1+1(Qj+1) = an+1+2(Qj+1) = 17

3. Si C es como en ({.1)), la misma constante que en el paso anterior, |aj11| < C2%F! y
Bj1a] < €2,

La construccion de Q41 satisfaciendo las condiciones 1, 2 y 3 se logra exactamente igual que
como en el segundo paso, asi que omitimos los detalles.

Sea @ = limg Q. Esta bien definido ya que para cada [ < k tenemos que |Q,(§l)| < C2.
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(nk+2)

Para probar que () es universal vamos a mostrar que ¢, 12(Q)Q —pi — 0. Consideramos

el sistema fundamental de seminormas dadas por

1 f e = Sup !anl (4.2)
j/
donde, k € Ny f(z) = >, an2". Estas seminormas inducen la topologia usual de H(C) (ver
por ejemplo [74, Ejemplo 27.27] o [77]).
Por la condicién 2, ¢y, +2(Q) = 1. Como las primeras k derivadas evaluadas en cero de Q) +2
y pi, son iguales, y las derivadas de Q™)+2 entre k + 1 y nj.1 — 1 evaluadas en cero son iguales
a uno, tenemos que para cada n,
k

, J A J
len,+2(Q)QU ) — prl, = sup [QUr+D)+I (0)‘ n—‘ < max n—‘, sup C2"k+]+2n,—' — 0 cuando k — o0.
>k J! KU jsngi J!

Probamos abora que el operador bilineal no tiene vectores hiperciclicos densos. Afirmamos
que existe § > 0 tal que si [f(0)] < dy |g|1 < 1, entonces M™(f,g) — 0. Luego, (f,g) no es un
vector hiperciclico.

Sea k > 1 tal que k22% > > (n— 2)'2ZT para todon y sea d = k22

19™(0)] < n! para todo n. Afirmamos que |, (f,g)| < 2% para todo n. En efecto, para n = 1
k2

Como |g[1 < 1 tenemos que

tenemos que [e1(f, )| = [f(0)| < & < —r y para n = 2 tenemos que |e2(f, )| = |f(0)g(0)| <
k222

0-1= ki Supongamos que nuestra afirmacion es cierta para n > 2. Entonces
_ n—2)!
cnt1(f,9) = Cn(fag>cn—1(f7g)g(n 2)(0) < %
k222 k22 2
1 1
< - < P
k2(22 2 )2 k22 %
Aplicando las desigualdades de Cauchy obtenemos
n!
1M (f,9) R = len(f,9)9™ |8 < —5 19" |r < —————lgl2r — 0.
k222 R +12 k222

O]

Finalizamos la seccién con un ultimo ejemplo en H(C). Vamos a mostrar que el operador
bilineal N(f, g) = ¢(0)- f’ es hiperciclico. La dindmica inducida por este operador y su transpuesto
M(f,g) = f(0)g’ son levemente diferentes. En efecto, mientras que en M solo g y el niimero f(0)

determinan la érbita de (f,g), en N tanto f como g son relevantes.

Ejemplo 4.1.5. Sea N € L(?H(C)) el operador bilineal N(f,g) = g(0)D(f), donde D es el

operador derivacion. Entonces N es hiperciclico y no fuertemente transitivo.
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4.1. Operadores multilineales hiperciclicos en espacios de Fréchet no normables

Demostracion. La érbita con condiciones iniciales (f, g) es

en(fs )D (f) si n es impar;

N"(f,g) = N (4.3)
cn(f,9)D2(9) si n es par.
Donde ¢, (f,g) se define como
Q(O)F"f’(O)anlgl(O)F””f(Z) (O)F"*B .. .g(nTil)(O)F1 si n es impar ;

D 0 0 g 0 OO g0 SO0 st es

y F}, son los niimeros de Fibonacci usuales. Los pesos ¢, (f, g) se pueden ver también de la siguiente
manera. Consideremos h(z) la funcién entera h(z) = ZJOO 02 (]2)] 2% + ZOO f;j) 0 ,z2j ~1. Luego,
h es una mezcla entre g y f, cumpliendo h(™(0) = ¢(2)(0) si n es par y h(™(0) = f(n )(0) sin
es impar. Si definimos ¢, : H(C) — C como ¢, (f) = f(0)™ - ... f=D(0)F1 entonces ¢,(h) =
cn(g, f). Como ¢, (f) satisface las relaciones de recurrencia cny1(f) = en(f) - cn1(f) - F7(0),

cn(f, g) cumple que

cnl(f,9) - ena(f,g) - (nT_l)(O) si n es impar;
Cn+1(f, g) = (n) )
en(f.9) - en-1(f,9) - f(2)(0) si n es par.

Enfocamos nuestra atencién tinicamente en las iteraciones pares y nos olvidamos de las im-
pares. Si logramos construir (f, g) tal que las iteraciones pares son densas, entonces obviamente
la 6rbita completa también es densa. Reescribimos las iteraciones pares como con(f, g)D"(g).
Notemos que esto es un operador universal multiplicado por unos ciertos pesos que dependen de
f v g. Por lo tanto, si encontramos un vector g que es D-hiperciclico y un vector f € H(C) tal

que c2,(f,g) = 1, entonces la érbita serd densa.

Supongamos ahora que g € H(C) es fijoy g ~ Zan r- Afirmamos que f ~ > b,% n,, donde
bn =1 Licp a; ~1 cumple ¢, (f, g) = 1.
En efecto, usaremos la conocida identidad
n
n = Z Faj1. (4.4)
j=1

Luego,

C2n(f; g> _ aozanzn 1 F2n 2 .aF1 le1

. Fg —1 FQ —1 FZn—Q -1 —1\F F1 —1 -1 F1
=ay(ag )" ay ™" (ag @y )an—g .- apti(ag iy )
_ Pl Faj . af2 7 = q,

-0 IR O |

La prueba finaliza construyendo una funcién D-hiperciclica g tal que su funcién asociada f
estd bien definida. La funcién D-hiperciclica g se puede construir como sigue. Sea {P,}, una
sucesién densa de polinomios que cumplen que deg(P,) = n, P, = Z?:l an,j‘%, con ay; # 0y

n > ap; > % para j < n.Sea ky =0y k, = Zj<nj para n > 1. Para un polinomio P(z) =
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Capitulo 4. Operadores multilineales hiperciclicos en espacios de Banach

2o %z” consideramos su primitiva usual I(p) = Z;Hll (;7 ZJ. Afirmamos que g = > I*"(P,) es
hiperciclica. Es simple mostrar que g estd bien definida. Para probar que es hiperciclica, vamos

a usar las seminormas definidas en (4.2). Entonces

|D*"g = Pl = | Y, I Py

j=n+1
< X IR,
Jj=n+1
kI
< ) j=—0
‘ 4!
Jj=n+1

Probamos ahora que f esta bien definida. Observemos que si g(z) = >}, a,2", entonces a, = oy ;

para n = k; + j. Luego, |an| > 7

A 1
Ifllx = sup (Ha > - <sup22j'27 < o0.
7! j J!

1<j
Para probar que IV no es fuertemente transitivo es suficiente probar que el conjunto de vectores
hiperciclicos no es denso en H(C) x H(C). En la prueba del Teorema mostramos que hay
un § > 0y k > 1 tal que para todo f,g tal que |f(0)] < ¢ y lgli < 1, vale que ¢&,(f,g) :=

_ g9 ()
|£(0)Frg(0) =1 ... g=2)(0)] < k;% (2) = Z;O 0 (23 22 —I—ZOO f ,223 ! tenemos

que si [h(0)] < &y |A'|1 < 1, entonces para todo n € N, |e,(f,g)| = én(h, h’)

% . En este
caso obtenemos, por las desigualdades de Cauchy y @ que
n! méx{| f||r+1, |9 r+1}
IN*(f;9)|r < = =0

j22%
Como los pares (f,g) € H(C) x H(C) tal que la funcién h (definida como antes) satisface que

|h(0)] < § y |1 < 1 es abierto en H(C) x H(C), deducimos que el conjunto de vectores

hiperciclicos no es residual. ]

4.2. Operadores multilineales hiperciclicos en espacios de Ba-

nach arbitrarios

En esta seccion probamos el resultado principal del capitulo, el Teorema él cual establece
que todo espacio de Banach de dimension infinita y separable admite un operador multilineal
hiperciclico. Esto da una respuesta positiva a la pregunta C y ademéas implica la existencia
de operadores hiperciclicos no fuertemente transitivos con conjunto de vectores hiperciclicos no

residual.

4.2.1. Un primer ejemplo en /,

Como el operador coshift en ¢, opera como el operador de diferenciaciéon en H(C), de los
resultados de la seccién anterior el operador bilineal M (x,y) = €} (y)B(z) es un buen candidato

a ser hiperciclico en n £, 1 < p < 0. Este es en efecto el caso.

78



4.2. Operadores multilineales hiperciclicos en espacios de Banach arbitrarios

Ejemplo 4.2.1. Sean X = ¢, 0 ¢y, p < 0y M(x,y) = ¢,(y)B(x). Entonces M es hiperciclico.

Dados vectores x,y € X, las iteraciones M"™(z,y) son de la forma

N cn(z, )B ( ) sin esimpar;
M"(z,y) = .
en(z,y)B2 (y) si n es par.

Donde ¢, (z,y) se define como

1 F F ) .
Ui "ZL‘Q TS P .yfﬁl si n es impar;
= 2
cn(x’y) Fn — Fn 2 Fn 3 F1 :
Ui Yy, i, 2%u' sines par
2

y F}, son los nimeros de Fibonacci usuales.

Si probamos que las iteraciones pares son densas, entonces toda la érbita lo serda. Notemos
ademads que si podemos construir un vector hiperciclico y para 2B y un vector bien definido x tal
que cop(x,y) = 2™ entonces las iteraciones pares cay,(x,y)B™(y) formardn una sucesién densa.

Para construir el vector necesitaremos el siguiente lema.

Lema 4.2.2. Sea X =, 0 ¢y, p < 0. Sea (an)n < C la sucesion tal que ca,((2% ), 1) = 2.

Entonces existe un vector hiperciclico y para 2B tal que el vector
. e 2(11' -1 X
Zi+l = . yj € AX.
J<i
La construccion del vector universal es en realidad una versién simplificada de los resultados

de la siguiente subseccién. Omitimos la prueba y referimos al lector al Teoremam (ver también

el Lema [4.2.6)).

Prueba del Ejemplo [{.2.1l Si definimos, como en el Ejemplo zi1 =[x yj_l, se sigue que
con(z,y) = 1. Luego, si z es la sucesién (xy2% )y, entonces ca,(z,y) = con(x, y)can ((2% )y, 1). Por
lo tanto, es suficiente encontrar un vector y y una sucesion (ag)x tal que ca,((2% ), 1) = 2™, tal
que y es un vector hiperciclico para 2B y tal que z+1 = 2%x;11 = 2% [ | j<i yj_l define un vector

en X. La existencia de tal vector y es una consecuencia del lema anterior. O

4.2.2. Operadores multilineales hiperciclicos en espacios de Banach arbitrarios

Probamos en esta seccién el resultado principal del capitulo.

Teorema 4.2.3. Sea X un espacio de Banach separable y de dimension infinita. Entonces para

todo m = 1 existe un operador m-lineal hiperciclico actuando en X.

El caso m = 1 se debe a Ansari-Bernal [2, 18], quienes independientemente probaron la
existencia de operadores hiperciclicos en espacios de Banach arbitrarios. Luego Bonet y Peris [31]
generalizaron el resultado a espacios de Fréchet. Probaremos el Teorema solo para m = 2,

siendo el caso m > 2 analogo pero la notacién mas técnica.
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Capitulo 4. Operadores multilineales hiperciclicos en espacios de Banach

Vamos a dividir la prueba del Teorema |4.2.3|en tres pasos. Primero probaremos que un cierto
operador multilineal pesado M definido en ¢ es hiperciclico. Luego daremos una nocioén de cua-
siconjugacion para operadores multilineales y probaremos que la misma preserva hiperciclicidad.
Esta definicién coincide con la propuesta por Grosse-Erdmann y Kim para bihiperciclicidad [56].
Finalmente, usando los mismos argumentos aplicados para probar el Teorema [2.4.4] mostraremos
que todo espacio de Banach, separable y de dimensién infinita admite un operador multilineal
que es cuasiconjugado a M.

El operador multilineal que estamos buscando es una generalizacién del Ejemplo al
espacio de Banach ¢;. Efectivamente el operador €/ (y)B(x) resulta hiperciclico. Sin embargo,
como necesitamos que se cuasiconjugue a espacios de Banach arbitrarios, necesitamos pesar al
coshift. Al mismo tiempo, los pesos no pueden tender muy réapido a cero ya que perderiamos la

hiperciclicidad.

Paso uno

Teorema 4.2.4. Sea w = (1,35, 55, 35,...) y Bu : {1 — {1 definido como [B,(2)]; = wiziy1. El

13207
operador multilineal M (x,y) = €| (y)B,(x) es hiperciclico.

Probamos primero la existencia de un vector universal para una familia de operadores coshift

pesados.

Teorema 4.2.5. Sea a, = 1 — y By el operador coshift pesado actuando en {1 con

n(n—1)
2
PESOS Wy = % Entonces existe un vector universal y € {1 for 2"n\?B" tal que el vector x;,1 =

2014122 [ yj_l estd bien definido en (7.

Demostracion. Dado y € £1 consideramos el vector asociado
[@(y)]i = 248 | [I[yh| "
I<i
Necesitamos construir un vector universal y tal que ®(y) € ¢1. Sea (z,), una sucesién densa en
coo, tal que para todo n, n = max{i : [z,]; # 0}, y para todo i < n, L <|[[z,];| <n.
Consideremos S, la inversa formal de B,,. Construiremos el vector procediendo como sigue.
Usualmente un vector universal para la familia {2"n!2B"} es de la forma
~ 2k
— N
zZ= ;Sw TR
Sin embargo, este vector tiene gaps con ceros de longitud ny — k, y luego es imposible que
®(Z) € £1. Por eso agregaremos en cada gap un vector de control y alargaremos la longitud de
cada gap (ny — k) para forzar [¢(z)]; < %2 para todo i < k. Sea n; = 0. Nuestro vector universal

sera de la forma
n3

1 29 1 zZ3
z2=2z1+ Z 2 € + Sw 2”2n2'2 + 2 l22”2 e + Sw 2n3n3'2
I=1+1 l=no+2+1

e @]
1
Z:] W' annkm * Z Z 1291

k=2l=nj_1+k—1+1
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4.2. Operadores multilineales hiperciclicos en espacios de Banach arbitrarios

Notemos que z se puede escribir como el limite de los vectores

! 1
w = ), S annkm * Z Z 122me

k=1 k=2l=nj_1+k—1+1

Cada u; extiende uj_1 y [®(u;)]; lee solo las primeras coordenadas. Vamos a construir entonces
los vectores u; inductivamente de forma que [®(u;)]; < %2 para todo ng <1 < nj + j + 1. Esta
condicidn se transfiere automaticamente a z.

Construimos ahora los ntimeros ny, (i.e. los gaps), y luego z, por induccién. Tomemos ny = 0

y u1 = z1. Sea ng tal que, para n = no,

2 Tpt 2292 9% <] (4.5)

2 .
Esto se puede lograr, porque a, ~ —%-. Definimos uy como

+ E 1 +7SZ2Z2

Uy = Ul ID) € o .
21012

T 2m2mal

Afirmamos que [®(u9)]; < L para i = no + 1,4 = no + 2 y ademas que [P(u2)]; < L
(A (A

para i > np + 1, donde @y = up + 237, 194y 122%261. Tener una cota para [®(u2)]; nos va a

ayudar a estimar [¢(u3)]; en el siguiente paso. Necesitamos primero acotar [[i_, |[uz]:| ™! para

ng+1<l<ng+2. .
Recordemos que |[22];] > 1 parai < 2,y que supp(2z2) = [1, 2]. Esto implica que 1S5 (gmsp)l| <

2" .2 paral =ns + 1yl =ns+ 2. Acotando elementalmente obtenemos que,

l

l 1 n2
[Tl ™ =T T llwelel ™ T T lwelil ™ T Mwalil ™
=1 =2

=1 i=ng+1
< 1-mpl?.22m2. 92, (4.6)

Luego, por (4.5) tenemos que para ny + 1 < [ < ng + 2 vale que

l

P(ug)]; < 2911212 ugli| T < 1112222 92 ou < l
2
i=1 l

Con esta eleccién de ny obtenemos también que [®(i2)]; < & para i > ng + 1. Para ver esto

ultimo, necesitamos primero una cota para Hle [[@2];] 7!, con i = ng + 3. Usando la desigualdad
(4.6)) obtenemos

7 ]

[ [I[al ™ <not?-22m2.22. ] i22m

=1 l=no+2+1
<Z'2 22n2 22 2n2( —2—ng)

i2 . i2
<2222 .92 97, 12 2% .92 .27
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. 2 . . .
donde usamos que nz(i — 2 — ng) < % para todo i > ny. En consecuencia, por la eleccién de y

porque ¢ = ng,
1 1

— < =,
(i+2)2 2

Vamos a definir de forma inductiva los nimeros (n;); (o los gaps [nj—1 +j — 1+ 1,n;]) y los

, 2
[(@in)]; < 2%41? - i%- 412 .22 .22 .27 <

vectores (u;); y (@;); como en el primer paso. Esto es, u; extiende a u;j_; y @; extiende a u;.
Queremos ademas que @; cumpla que [®(a;)]; < %2 para todo ng < i.

Luego definimos para todo j = 2,

nj

1 s 2
C— o J J .
uj = uj_1 + E ' R Sw o2 )
l=nj_1+j—1+1 J

= 1
G=u Y oy 2 b
l:anerrl

(1) 2%ty (ny + 5)¥5% 1
2nj j2’

(1v) para todo n > n;

donde

Las sucesiones (n;);, (u;); v (@;); estdn bien definidas porque las condiciones (i), (ii) y (iii)
se cumplen automaticamente tomando n; suficientemente grande.

Afirmamos que cada u; satisface que para ny <1i < n; + 7,

[®()]s] < . (4.7)

7

Como cada u; extiende a u;_; y para todo v, [¢(v)]; depende solamente en sus primeras i-
coordenadas de v, es suficiente con probar que [¢(u;)]; < %2 paran;_1 +j—1<i<mnj+j. Si

n; +1 <14 < n;+ j se sigue, por una estimacion directa, que

7 n; 7

[ [l <m ([T 2o )| T 22185 Gl

=1 l=nj_1+j l=n;+1

< ﬂ-j_l_nj!Z,anflnj,anj .
Aplicando deducimos que [®(u;)]; < .
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Sinj_1+j—1<i<nj, tenemos que nj_1(i —nj_1 —j+1) < ZZ y luego

%

il : .
[ul, < mjoa- : gnj—1(i=nj—1=j+1)
ﬂ 211 J (nj_1+j—1)!2
e nj-1tJ-1 20 )
j j I! (] — 1) i i2
< Tj—2 " 1_[ 2n]72l2 ' H 2”17171]‘,1!2 . . 271
l=nj_o+j—1 I=nj_1+1 (l + n; 1) (nj_1 + 1).
i : i1? i2
< Tj—2 " nj,1!2 L QM2 -1, 2(]‘1)713'—1 X (] o 1)]—1 . 9%

Por lo tanto, por si aplicamos n;_1 a,

: . . i2 1
[@(w;)]; = 2%4t%82 | [[uy]; ! < 2%ty g - 2mo-2mamt . 20— Dmimn (5 — )71 2% < —
(3

=1

El vector universal que estamos buscando es z = lim;_,, uj. Para ver que el vector esta bien
definido usamos la desigualdad Para nj +1 <[ < j + n; tenemos que,

A . ] N2 . . -\ 27
Mm% J(ng + )12 gl +j)
Luego,
ny % 72 (nj +J) (4.8)
“ o2 ST om '
- 1
~ ]2'

Por lo tanto obtenemos,

Tj+1

2 2 % <2‘(.12)j

j=1lk=nj+j+1

Izl =

a0
n
2,5
=1

Resta por ver que ®(z) estd bien definido y que z es universal. La buena definicién se deduce de
(47). En efecto, z extiende a u; para cada j y si nj > i entonces |[®(2)];] = |[®(u;)]i] < -

Finalmente el vector es universal por las desigualdades y (4.8). Es suficiente mostrar que
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2%in;12 By (2) — zj — 0,

0 ni+1 ex
[2"n;1° B (2) — 25| = |27 B, Sy 27””,2 Z Dl
=1 1=1k=n;+1+1
n, . ;
< Z Snl n; 22" Jn] 2 il Qnﬂnj!2B£J€k
~x 2nln |2 k,22nl
l=j+1 I=1k=n;+1+1
np4+1 Ny 12 12
< “1n_ 1 ”Sm n]ZlH n Z Z 2 ng: k! o
2”ln o2 k22m (nj + k)12 I

l=j k=n;+Il+1
0
m 1 1

2mn o2 |53tz + 2 2

o0
I=j+
o0
l=j+ l=nj+j+1
o0
l=j+1
=5

2M—1n,_ 1‘2(nl +l)2112 & 1
DI

ony
l=nj +7+1

1
2
O

Para la prueba del Teorema vamos a necesitar la siguiente propiedad de los ntimeros de

Fibonacci.
Lema 4.2.6. Sea (ay), una sucesion recurrentemente definida como
ayp = 1
n—1
ap =1 — 35 1 Gn—jFhji1,

donde (Fj); es la sucesion de Fibonacci usual. Entonces

n—1
anl—M:—Zj-

2 =

.. . .2 o1 1
Demostracion. Trabajamos con la sucesién auxiliar b, = Z? 1 an—j;F5j. Afirmamos que para

n=>31-b, = —qu:—;j. Si n = 3, tenemos que
3-1
bs = Zag_ngj =a1Fy+asFh=1-34+0-1=3.
j=1
Luego 1 —b3 = -2 =— Z?;; J. Supongamos ahora que n > 3, entonces

n n n
bpy1 = Z any1—jF2j = an + Z ant1—jF2j o + Z ant1—5F25 1
Jj=1 Jj=2 Jj=2

=ap+bp—1+(n—ay) =n+b,_1.
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Procediendo por induccién obtenemos
n
1—by,=1—-n—by :-Zj.

Finalmente,

n—1 n—1 n—1
anp =N — Z an—jFoj11 =n— Z an—jFaj — 2 an—jFaj—1
j=1 j=1 =1

=n—by,—(n—1—ap_1+ap_1)=1—Dby.

O
Demostracion del Teorema[].2.4 Calculamos la érbita generado por un par de vectores x, v,
n+1
B,? (z)cp(z,y)dy(w) sin es impar;
Mn(.%',y) — w ( ) n( y) n( ) p (49>

BZ (y)en(z,y)dn(w)  sin s par.

Donde ¢, (x,y) se define como

F, F, F . .
(z.1) yf" [ T T .-yfﬂrl si n es impar;
cn(z,y) =
1 F F .
yfn Yy "yl ..:L'El+1 si m es par.
y
Fpii—1  Fn_1—1  Fn_3—1 _ . .
wy M T gL Wit sin es impar;
dn(w) == I 1 " 1 P L F2 L

Wi n "t Wy nt ‘Wg T wR si n es par.

2

La sucesion ¢, (z, y) se puede ver como ¢, (z), donde z es una mezcla entre x e y, z = (y1, T2, Y2, T3, . .

Yy en(2) = 2Im . 2F1 . Como vimos en la seccién tenemos que ¢, (z) = cn—1(2)cn—2(2)2zn. Si-

milarmente la sucesién d, (w) satisface la siguiente relacién recursiva, para n > 3,
dp—1(W)dp—2(w)wy ... wn—1  sin es impar

dp—1(W)dp—2(w)ws .. LWz si m es par.

En efecto, supongamos ahora que n > 3 es par, entonces n — 1 y n + 1 son impares. Usando las

formulas de arriba obtenemos

F, 41— 1 F,_1—1 F, _1+1—1 Frp_1-1—1 2
dn(w)dn_l(w)wl...wméq =w;" wy" coewn cwp” wy" ...wn;2 Wi wn
F, —1+F,—1+41 F,_1—1+F,_o—1 —
— w1n+1 n + w2n 1 +En—2 ...W5521+F4 1+1 2
2 2
F, 1 F,—1 Fe—1 F, 1
:w1n+2 2” wns_g Wn4

2

El caso n impar es anédlogo.
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Capitulo 4. Operadores multilineales hiperciclicos en espacios de Banach

Probamos ahora la igualdad (4.9)) por induccién. Si n = 1 tenemos que c¢i(x,y) = yf Y=y y

di(w) = wi*™! = 1, mientras que M (z,y) = B, (z)y;. Supongamos que n > 1 es par, entonces
M™( M (M™3( 2z, y), Mz, y))

<13w2 ez, y)dnal(w), <§<x>cn_1<x,y>dn_1«u>)

Il
Sy
3

B
(sz Y)en—2(x,y)dn— (w)) . [Bg(m)cn,l(x,y)dnq(w)]l

Y) - en—2(2,y) - dn2(w) - cn1(@, ) - dn—1 (W) -T2 g w1 w

0[3

n
2
w
n
2
w

o =

(v)
(

y)en (@, y)dn(w).

El caso n impar es anélogo.

En lo que sigue vamos a contruir un par de vectores (z,y) tal que las iteraciones pares
(M?"(x,y)), son densas. La sucesién (con(z,y)don(w)B"(y)), se puede ver como el producto
de una familia universal con ciertos pesos. Si logramos controlar los pesos de forma que y sea
universal para dicha familia, entonces la 6rbita sera densa.

Sea y € {1 fijo, queremos encontrar x (dependiendo en y) tal que cop(z,y)don (w)B(-) resulta
universal. Observemos que B!’ tiene norma ,2 Esto implica que, para que la familia resulte
universal, los pesos buscados tienen que ser de orden més grande que n!?. Ademds notemos que
¢, es multiplicativa, donde el producto en CN es coordenada a coordenada, esto es en(z - w) =
cn(2) - ep(w).

Si queremos tomar x para que se cancelen los pesos inducidos por w e y, un vector posible es

[#]i41 = w; ! Hyl_lwz_l'

I<i

I con

En este caso particular tenemos que coy, (2, y)don (w) = n!?. Sin embargo, la familia {n!>B"} falla
en ser universal y el vector £ no estd bien definido. Multiplicamos entonces & coordenada a
coordenada por otra sucesién, 2%, para obtener ca, (% - 297, y) = 2"n!2. Resulta que a, es un
polinomio de grado dos con coeficiente principal negativo. Esto nos va a permitir construir y tal
que y es universal para 2"n!?B" y que z esté bien definido.

Como ¢, es multiplicativa, a, debe satisfacer ¢, (2%",1) = 2". La sucesién (a,), que necesi-

tamos es la que definimos en el Lema |4.2.6
ay = 1
-1
Ap = N — Z?:l an,jFQjJrl.

Afirmamos que, para un vector y fijo, el vector x definido como

[2]is1 = 2%w; ' [ [y ;! (4.10)

J<i

86
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satisface que cop(z,y)don(w) = 2"n!2. Para mostrar esta igualdad vamos a usar la siguiente
identidad.
n
Fop = ). Fyj 1. (4.11)
j=1

A continuacién probamos nuestra afirmacion,

Con (T, y)dan (W) =y 'x§2"_1 ‘yzFQ”_Z ol oy -wa"“*l -wa"_lfl ~w§2"_371 A
= (Wiy)™?" - (Wimg) P (waye) P2 (waws) 2t (W)™ (Wadn) - (@nEng) cwp e wy
= () (g )P 2 gy

(wayy tyy twy twy B s Fins L () - (Wt o w20 w !
= (wryn) T B Pt () o0 T Pt (g g )PP

. Qan+2?;11 anij2j+1w1—1 - .w;l

n

= (w11)" - (wWno1yn-1)02" | [t = 202,
=1

Luego basta encontrar un vector universal y para 2"n!2 B" tal que su vector inducido  definido
como en ([4.10)) estd bien definido. Por el Lema [1.2.6]

n(n —1)

anzl_ 2 )

y por el Teorema [4.2.5| existen vectores x,y con las propiedades requeridas. ]

Paso dos

Recordemos que un operador m-lineal L € L(™X) se dice cuasiconjugado a un operador m-
lineal N € L(™Y) si existe una funcién continua ¢ : Y — X de rango denso, tal que el siguiente

diagrama conmuta,

ym Ny

b

xm_ L x

donde ¢™ = ¢ x ... x ¢. Anédlogamente a [56, Theorem 3], tenemos la siguiente proposicién.

Proposicion 4.2.7. Sea N un operador m-lineal hiperciclico. Si un operador m-lineal L es

cuasiconjugado a N, entonces N es también hiperciclico.

Demostracion. Vamos a probar que Orbr(d(z1),...,¢(zm)) = ¢(Orby(z1,...,2,m) para cada
m-tupla de vectores z1,...,Z,,. Es suficiente mostrar que para cada j, L’ (¢(x1),...,¢(xm)) =

) (Nj (x1,... ,CL‘m)) Probamos esta igualdad por induccién. Para j = 1 es claro, ya que L(¢(x1), ..., ¢(zn)) =
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d(N(z1,...,Tm)). Supongamos que nuestra afirmacion es verdadera para cada i < j, y suponga-

mos primero que j > m, entonces

L(@(@1),- s dwm)) = L (LI (1), .o, 6(@m)); - LI (0(1), ... dlam)) )
=L (¢(N(]_m)(x17 ) :Em)a ey ¢(N(j_1)(mlv s ’xm))
= ¢ (N (N(j_m)(xl, ey T )y ,N(j_l)(:cl, . ,xm)>)
= qb(Nj(xl,...,J:m)) .
Sij < mlaprueba es andloga. Finalmente, sea (x1, ... Z,,) una tupla hiperciclica. Como Orby (z1, ..., Tm)
es densa y ¢ tiene rango denso, concluimos que (¢(z1), ..., d(xy,)) es hiperciclico para L. O
Paso final

Para probar el Teorema de existencia vamos a usar el siguiente Lema probado indepen-
dientemente por Pelczynski y Plichko (ver, [59, Theorem 1.27]). Es el mismo lema que usamos
para probar el Teorema [2.4.4]

Lema 4.2.8. Sea X un espacio de Banach infinito dimensional y separable. Entonces, existe para
todo € > 0 una base de Markushevich (1 + €). Esto es, existe una sucesion (zp,xk), ¢ X x X*

tal que
1. span{x, : n € N} es denso en X, span{x} : n € N} es w*-denso en X*
2. sup,, |zn| - |2k <1 +e€.

3. :c;':(xk) = 5n,k-

Sy, )
9929 329 429

y M el operador bilineal €| (y) By (x) € L(201;41), esto es [M(x,y)]; = y1 - wirir1. Eviste entonces

Teorema 4.2.9. Sea X un espacio de Banach infinito dimensional y separable. Sean w (1

un operador bilineal N € L(?X; X) tal que N es cuasiconjugado a M.

Demostracion. Sean (xy)n y (z}), las sucesiones dadas por el lema de anterior. Sin pérdida de

generalidad podemos asumir que |z,[ =1y que |z}| < 2. Sea N el operador bilineal

0
N( —:L’l Z l—l —1-

2y |zn| = 1 se sigue que N es un vector continuo bien definido en X. Consideramos

Como ||z} | <

ahora el factor ¢ : {1 — X, ¢((an)n) = X, aiz;. El operador ¢ esta bien definido, ya que |z, | <
y (an)n € £1. Observemos que ¢ tiene rango denso, porque =, = ¢(e,) y luego X = span({xn}) c
R(¢). Resta ver que N es cuasiconjugado a M via ¢. Como ¢ es lineal, basta chequear las

relaciones conmutativas en los elementos de la base canénica de £;. Si ey, son e; elementos de la
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4.3. Existencia de operadores bilineales bihiperciclicos en espacios de Banach
arbitrarios

base tenemos que

O

Demostracion del Teorema[4.2.5 Aplicar los Teoremas y la Proposicién [4.2.7 O

4.3. Existencia de operadores bilineales bihiperciclicos en espa-

cios de Banach arbitrarios

Recordemos que la 6rbita inducida por un operador bilineal en el sentido de Grosse-Erdmann
y Kim [56] con condiciones iniciales x,y es Up=oM™(z,y) donde M(z,y) = {z,y} y los n-estados
son inductivamente definidos como M"(z,y) = M" (z,y) U {M(z,w) : z,w € M""(x,y)}. Un
operador bilineal se dice bihiperciclico si la 6rbita con condiciones iniciales x,y, Upen,M™(z,y)
es densa en X.

Como en el caso de los polinomios homogéneos y operadores multineales en el sentido de Bes y
m MBX, entonces M™(z,y) < MBX.
Ma3s atn, en dicho caso la 6rbita tiende a cero, i.e. para todo abierto U alrededor del cero existe

Conejero hay una nocién de bola limite: si x,y € Bx x
un ng tal que M™(z,y) € U para todo n = ng. Luego, el conjunto de vectores bihiperciclicos no es
residual. A pesar de este hecho restrictivo, en [56] los autores observaron que si T es un operador
hiperciclico y z* es un funcional no nulo entonces el operador bilineal x* ® T' es bihiperciclico,
y luego hay operadores bilineal bihiperciclicos en espacios arbitrarios de Banach de dimension
infinita y separables. También lograron probar que hay operadores bilineales bihiperciclicos en el
caso finito dimensional. Sin embargo, no es sabido si el operador se puede tomar simétrico y la
siguiente pregunta fue establecida (ver [56] p. 708]).

Pregunta A. Sea X un espacio de Banach separables; Fxiste un operador bilineal bihipercicli-
co que sea simeétrico?

Vamos a probar en esta seccién que en todo espacio de Banach que sea separable y de di-
mensién infinita existen operadores bilineales bihiperciclicos y simétricos. El argumento principal
para obtener operadores bilineales bihiperciclicos en [56] es construir un operador bilineal M tal
que T'(-) = M(-,y) es un operador lineal hiperciclico para algin y € X, porque en este caso

la 6rbita de x via T estd contenida en la 6rbita de (x,y) via M, y luego se sigue que M es
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bihiperciclico. Seguiremos una aproximacion distinta y vamos a estudiar la érbita del polinomio

homogéneo inducido por M. A pesar de que los polinomios homogéneos en espacios de Banach

no son hiperciclicos podemos lograr que {M (P"(x), P™(x)) : n,m € N} = X. La estructura de
la prueba sera la misma que usamos para probar los Teoremas y Vamos a buscar un
operador bilineal bihiperciclico y simétrico M tal que se cuasiconjuga a espacios de Banach sepa-

rables e infinito dimensionales arbitrarios. Nuestro candidato serd la simetrizaciéon del polinomio
_ €1 (@)Bu(y)+e) (y) Bu(x)
M(z,y) = = 5t

homogéneo 2.4.4

con pesos (wp)p = % Vamos a probar que si P

es el polinomio homogéneo inducido por M, P,(x) = M(z,x) = €| (x)B,(z), entonces existe un
vector z tal que {M(P?(x), P7*(x)) : n,m € N} = ¢;.
Para lograrlo vamos a usar las propiedades del conjunto de Julia estudiado en el capitulo
Recordemos que P, : Jp, — Jp, es hiperciclico (Teorema junto al Lema y que si

para cada coordenada i tenemos que |z;| = |y;| e y € Jp, entonces x € Jp,. Usaremos también

el siguiente lema, el cual es una versién simplificada del Lema Ver [37] por una prueba

directa.

Lema 4.3.1. Existe un n tal que el vector

1 1
Ny, =7, 579+
2!" 3!

(

Demostraciéon. Aplicaremos el Lema el cual es establecido de la forma P, = €| B : {,(v) —

£,(v). Aplicando la conjugacién ® : £; — £1(5!?), ®(e,) — #en obtenemos que nuestro polinomio

) € Jpw.

(P%,Kl) es conjugado a (e} B, ¢1(n!?)). Este polinomio tiene conjunto de Julia no vacfo, porque

v, es de orden p(n)4™ y luego podemos aplicar el Lema Como el conjunto de Julia se

preserva via isomorfimos lineales es suficiente mostrar que ®(n, %, %, ...) = (n, 2%, 3%, ...) € Jp,.
’ .z . _ §
Esta es la conclusion de aplicado a m = 3. ]

Aplicando estos resultados se deduce facilmente que M es bihiperciclico.

Teorema 4.3.2. Sea M (z,y) = ell(x)BW(y);ell(y)B“(z), donde [By(x)]; = “4*. Entonces M es un

operador bilineal bihiperciclico en ¢y.

Demostracion. Por los comentarios anteriores, hay un vector x tal que {P?(z) : ne N} = Jp,,
luego es suficiente mostrar que M (Jp,, Jp,) = ¢1. Sea ¢ € cgo. Por los lemas anteriores y porque

Jp, es completamente invariante, existe A > 0 tal que x = AS,,(z0) + 2oy ﬂ%ei + ey € Jp, and

y=—(A—=2)S,(xo) — ZZOO:Q ﬂ%ei + e1 € Jp, donde S, es la inversa formal de B,,. Finalmente,
B, B, B, B,
Moy — DP0) £ 0 Bule) _ Buly) + Bulo)
2 2
()\ -+ 2)$0
=7 = = 7.

2
O

Con las mismas herramientas usadas en los Teoremas[4.2.3]y [2.4.4| podemos probar lo siguiente.
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Teorema 4.3.3. Sea X un espacio de Banach separable y de dimension infinita. Entonces existe

un operador bilinear bihiperciclico y simétrico A e Ls(*?X).

Demostracion. Sean ¢ y N los operadores definidos en la prueba del Teorema y M el
operador bilineal bihiperciclico y simétrico definido en la prueba del Teorema, Entonces, si
A es la simetrizacién de N se sigue que N es cuasiconjugado a M via el factor ¢. Por lo tanto,

como M es bihiperciclico obtenemos que A también lo es. ]
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Capitulo 5
Operadores AP-hiperciclicos

Durante los ltimos anos el foco de atencién fue pueseto en hiperciclicidad frecuente [10] y més
recientemente en F-hiperciclicidad [25, [33], para familias F mds grandes de nimeros naturales.

Dada una familia de Furstenberg F < P(N) decimos que un operador es F-hiperciclico si
existe x € X tal que los tiempos de visita Np(z,U) := {n € N : T"(z) € U} pertenecen a F.
Luego, por ejemplo, si consideramos F. 4, la familia de conjuntos no vacios, F. x-hiperciclicidad
es simplemente hiperciclicidad y si D denota a la familia de conjuntos con densidad inferior
positiva, entonces D-hiperciclcidad se traduce a hiperciclicidad frecuente. Recientemente se han
considerado diversas familias de F-hiperciclicidad como por ejemplo hiperciclicidad U-frecuente
hiperciclicidad [88], hiperciclicidad reiterativa [25] y més recientemente hiperciclicidad sindetica
a trozos [80].

En este capitulo introducimos y estudiamos la nocién de AP-hiperciclicidad en conexién a
recurrencia multiple.

Una progresion aritmética de longitud m, paso k£ y término inicial a¢ es un conjunto de la
forma

a,a+k,...,a+ (k—1)m.

Diremos que un conjunto de los nimeros naturales A tiene progresiones aritméticas arbitraria-
mente grandes (A € AP) si para todo tamano m existe una progresién aritmética contenida en
A.

El estudio de los conjuntos teniendo progresiones aritméticas arbitrariamente largas ( o con-
juntos en AP) ha tenido un gran desarrollo en el tltimo siglo y es un tema central en teoria
de nimeros y combinatoria aditiva. Por ejemplo, los celebrados Teoremas de Szemeredi [89] y
Green-Tao [52] establecen que los conjuntos con densidad inferior positiva y los conjuntos de
nuimeros primos pertencen a AP.

Este area tiene también una relacién intrinsica con teoria ergddica. Un ejemplo de esta relacién
es la prueba del Teorema de Szemeri usando el Teorema de recurrencia multiple de Furstenberg.

En dindmica lineal, la nocién de recurrencia multiple fue considerada por primera vez por
Costakis y Parissis [44]. Un operador es (topolégicamente) multiplemente recurrente si para todo

conjunto abierto U y para todo m existe k tal que n™,T~"(U) # . Esta nocién también
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fue estudiada en [40], 41l [42], donde los autores dieron ejemplos de operadores multiplemente
recurrentes y en [81] donde el autor estudio la conexién entre recurrencia miltiple e hiperciclicidad
reiterativa.

La estuctura del capitulo es la siguiente. En la seccién [5.1] introducimos la nocién de AP-
hiperciclicidad y probamos, entre otros resultados, que la nocién es equivalente a que el operador
sea multiplemente recurrente e hiperciclico. Proponemos un criterio simple de AP-hiperciclicidad
v lo usamos para caracterizar a los operadores coshift sobre espacios de Schauder que son AP-
hiperciclicos. Responemos una pregunta Costakis and Parissi probando que todo espacio de Ba-
nach, separable y de dimensién infinita, admite un operador AP-hiperciclico (y luego multiple-
mente recurrente). Finalmente mostramos un ejemplo de un operador que es AP-hiperciclico pero
no weakly mixing.

Los contenidos de este capitulo estdn basados en el trabajo [36].
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5.1. Operadores AP-hiperciclicos y recurrencia multiple

Un operador se dice multiplemente recurrente si para cada abierto U y todo m existe k tal
que
UnTHU)n---nT*™U) # @.

La motivacién proviene del celebrado Teorema de recurrencia multiple de Furstenberg el cual
establece que si T' preserva medida entonces para cada abierto U de medida positiva y todo m
vale que existe k tal que

wUnT*U)A- AT FU)) > 0.

Operadores multiplemente recurrente fueron considerados por primera vez por Costakis y
Parissis en [44]. En esta seccién estudiaremos recurrencia multiple desde el punto de vista de
F-hiperciclicidad: mostraremos que AP-hiperciclicidad es equivalente a recurrenca miltiple més
hiperciclicidad. Recordemos que AP denota a la familia de conjuntos que contienen progresiones
aritméticas arbitrariamente grandes. Es una familia de tipo upper, y luego por el Teorema [1.2.25

tenemos lo siguiente.

Proposicion 5.1.1. Sea T' un operador lineal en un espacio de Fréchet separable. Los siguientes

enunciados son equivalentes.
1. T es hiperciclicos y todo vector hiperciclico es AP-hiperciclico.
2. Existe x € X tal que para todo abierto U, Np(x,U) € AP.
3. T es hiperciclico y multiplemente recurrente.

4. Para cada par de abiertos U,V y todo m > 0 existe x € U tal que Np(z,V) tiene una

progresion aritmética de longitud m.
5. El conjunto de vectores AP-hiperciclicos es residual.

Demostracion. 1) = 2) = 3) = 4) y 5)= 2) son triviales; ademds 4) = 5) es una consecuencia
directa del Teorema [[.2.25

3)=> 1). Sea x un vector hiperciclico y U un abierto no vacio. Sea m > 0. Luego, existe ko
tal que V:i=UnT?U) - nT*™(U) # & y entonces N(z,V) # &. Si k1 € N(z,V) se
deduce que para todo j < m, T¥1+7%2(z) € U para todo j < m. O

En [44], los autores mostraron un ejemplo de un operador coshift pesado en ¢, que es hipercicli-
co (y luego weakly mixing) pero no multiplemente recurrente y un operador coshift en ¢,(Z) que
es miultiplemente recurrente e hiperciclico pero no frecuentemente hiperciclico. Como para ope-
radores coshift hiperciclicidad frecuente e hiperciclicidad reiterada son equivalentes [25], se sigue
que weakly mixing no implica AP-hiperciclicidad y que AP-hiperciclicidad no implica hipercicli-
cidad reiterada. Vamos a ver en el Teorema [5.1.17] que existen opereradores AP-hiperciclicidad

que no son weakly mixing.
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Por otro lado, todo operador cadtico es AP-hiperciclico. Més atn, AP-hiperciclicidad es
implicado también por hiperciclicidad reiterada. Esto se deduce por una aplicacién del Teorema
de Szemeredi [89]: todo conjunto de niimeros naturales con densidad superior de Banach positiva

tiene progresiones aritméticas arbitrariamente grandes.

Proposicién 5.1.2. Sea T un operador reiteradamente hiperciclico. Entonces T es AP-hipercicli-

Co.

Hay muchos ejemplos de operadores multiplemente recurrentes que no son hiperciclicos. Por
ejemplo, cualquier raiz de la identidad. Exhibimos aqui un ejemplo no trivial de un operador que
es multiplemente recurrente y no hiperciclico ( y luego no AP-hiperciclico).

Consideremos X = H(C) y T,(f)(2) = f(a-z +b). Es sabido que T, es hiperciclico si y sélo
sia=1yb#0y queT, es recurrente siy sélo si |a| = 1 (Ver [50] y [43, Theorem 6.4]).

Ejemplo 5.1.3. Sea X = H(C) y T,(f)(z) = f(az + b). Entonces T, es recurrente multiple si y

s6lo si |a| = 1.

Demostracion. Seguimos las ideas de [43]. Si T, es multiple recurrente entonces es en particular
recurrente y luego |a| = 1.

Reciprocamente supongamos que |a| = 1. Sea f € H(C). Dado R > 0,e > 0 y m € N debemos
encontrar g y k tal que ||f — T7%(g)|r < € para todo 0 < j < m.

Por la uniforme continuidad de f en un conjunto compacto existe § > 0 tal que

2b
|z — 2| < d implica |f(z) — f(2’)| < € para todo z € D <O,R—|— = 1|) . (5.1)

Tenemos la siguiente dicotomia: O bien a es una raiz de la unidad o {a" : n € N} es denso en

T. En ambos casos, existen k y N tal que |a/**V — 1| < §(R + -;)~! para todo 0 < j < m. Sea

g = TN (f). Tenemos que para todo z € B(0,R) y j < m, que

jk+N a/F N — 1b jk+N S
_ = — < 0.
la ozt | = |(a 1)(z+a_1)\
Luego, por (5.1)),
. . kN _1
TN () (2) = f2)] = | F (@2 + o7 Y fl<e
para todo z€ D(0,R) y j < m. O

Un problema clésico en F-hiperciclicidad es decidir si 77! y TP son F-hiperciclicos sabiendo

que T es F-hiperciclico. Para AP-hiperciclicidad tenemos una respuesta sencilla.

Proposicion 5.1.4. Sea T un operador AP-hiperciclico inversible en un espacio de Fréchet

space. Entonces T~ es AP-hiperciclico.

Demostracién. Debido a que T es hiperciclico se sigue que 7! es hiperciclico. Sean m € Ny U
conjuntos abiertos. Como T es AP-hiperciclico existen € U y n € N tal que 77"z € U para todo
j < m. Sea y = T™(x). Se sigue que T—7"(y) = T("=)"(z) € U para todo 0 < j < m. O
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Proposicién 5.1.5 (Propiedad de Ansari). Sea T' un operador AP-hiperciclico en un espacio de
Fréchet. Entonces TP es AP-hiperciclico.

Demostracion. Como T es hiperciclico, se deduce por el Teorema de Ansari que TP es hiperciclico.
Por la Proposicién [5.1.1] es suficiente mostrar que para todo abierto U y para todo m € N existen
x y neN tal que T9"(z) € U para todo j < m. Como T es AP-hiperciclico, aplicando otra vez
la Proposicién existe z € U y n € N tal que 7"(z) € U para todo j < pm. En particular
TP (x) € U para todo j < m. O

Notemos que por la Proposicion todo vector hiperciclico de un operador AP-hiperciclico
es un vector AP-hiperciclico y que por el Teorema de Ansari los vectores hiperciclicos de T'y TP
coinciden. Concluimos que todo vector hiperciclico de T tiene que ser un vector AP-hiperciclico
de TP.

La herramienta més efectiva para probar que un operador es hiperciclico es mostrar que
satisface el criterio de hiperciclicidad. Generalizamos el criterio a AP-hiperciclicidad.

Notemos que una progresién aritmética cuyo término inicial coincide con el paso no es otra

cosa que un conjunto de la forma {q,2q, ..., mq} para algunos ¢, m € N.

Definiciéon 5.1.6. Diremos que un operador T satisface el criterio de AP-hiperciclicidad si
existen conjuntos densos Xo < X, una funcién S : Xo — Xo y una sucesion (my)i € AP, que
contiene progresiones aritméticas arbitrariamente grandes cuyo término inicial coincide con el

paso tal que para cada x € X,
1. T™k(x) — 0;
2. SMk(x) >0y
3. TS(z) ==x.

En [19] 27], los autores introdujeron la nocién de d-hiperciclicidad para operadores. Es claro
que si la tupla (T,72,...,T™) es d-hiperciclica para todo m entonces T es AP-hiperciclico.
Més atin, si T satisface el criterio de AP-hiperciclicidad entonces (T,T2,...,T™) satisface el
criterio de d-hiperciclicidad para todo m (ver 27, Section 2]) y luego la tupla (T,72,...,T™) es

d-hiperciclica para todo m. Luego tenemos lo siguiente.

Proposicién 5.1.7. Sea X un espacio de Fréchet separable. Si T satisface el criterio de AP-

hiperciclicidad entonces T es AP-hiperciclico.

Recordemos que un operador satisface el criterio de Kitai fuerte si satisface el criterio anterior

para la sucesién de nimero naturales.
Corolario 5.1.8. Todo operador que satisface el criterio fuerte de Kitai es AP-hiperciclico.

Mostraremos en el Teorema [5.1.17] que existen operadores AP-hiperciclico que no son weakly
mixing. Luego, existen operadores AP-hiperciclicos que no satisfacen el criterio de AP-hipercicli-
cidad.
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5.1.1. Operadores coshift AP-hiperciclicos

En [44] los autores caracterizaron los operadores coshift en ¢2(Z) que son multiplemente recu-
rrentes. También mostraron que los operadores coshift pesados que son recurrentes son ademas
hiperciclicos. Luego se sigue que todo operador coshift en ¢3(Z) que es multiple recurrente es
de hecho AP-hiperciclico. Extenderemos este resultado a operadores coshifts peasdos en espa-
cios de Fréchet actuando en una base de Schauder. Para ello vamos a aplicar el criterio de
AP-hiperciclicidad.

Lema 5.1.9. Sea (ng)r € AP con la propiedad de que dados p,m € N eziste ¢ € N tal que
la progresion aritmética de tamano, paso q y término inicial p + q estd contenida en (ng)g.
Sea ademds una sucesion T, tal que x,,_; — 0 para todo j = 0. Entonces ewiste una sucesion
(mg)r en AP, que contiene progresiones aritméticas arbitrariamente grandes cuyo término inicial

coincide con el paso y tal que Ty, +; — 0 para todo j.

Demostracion. Sea | - || la F-norma de X. Para cada m existe una progresién aritmética de
1

longitud m paso ¢, y término inicial m + g, tal que |ziq,, +m—;| < ;- para todo 0 < j < m,
1 <1 <m. Luego, |z, +;| < & paratodo 0 <j<m,1<l<m.

Sea (my)r, la sucesién formada por | J,,{lgm : 1 <1 < m}. Entonces (my); pertenece a AP,
tiene progresiones aritméticas cuto término inicial coincide con el paso y cumple que |2y, 45| — 0

para todo j. O

Teorema 5.1.10. Sea X un espacio de Fréchet separable con base de Schauder {e,} y supongamos

que B(ent1) = e es un operador coshift bien definido. Los siguientes son equivalentes:
i) B es AP-hiperciclico;
ii) B es maltiplemente recurrente;

iii) en, — 0 para alguna sucesion (ny)y € AP con la siguiente propiedad: dados p,m € N existe
q € N tal que la progresion aritmética de longitud m, paso q y término inicial p + q estd

contenida en (ng)g;
iv) B satisface el criterio de AP-hiperciclicidad.

Demostracion. Sea || - | la F-norma de X.

i)= ii) se deduce de la definicién.

ii)= iii). Supongamos que B es multiplemente recurrente. Es suficiente mostrar que para cada
e >0, y cada p,m € N existe ¢ tal que |ejq1p| < € para todo 1 < j < m.

Como {e,} es una base de Schauder, existe § > 0 tal que |z —e,| < 0 implica |z e, < § para
todon # py |zp| > 3. Como B es multiplemente recurrente, existe ¢ y = tal que |z — ey < &
y |Bi(z) — ep]| < & para todo 1 < j < m. Luego, |znen|| < § para todo n # py |B(z),| =
|%jq+p| > 3 para todo 0 < j < m. Se sigue que [ejq1p|| < € para todo 1 < j < m.

iii)= iv). Sean Xy = span(e, : n € N) y S el operador schift definido en Xy. Tenemos que

B"(x) — 0 para todo x € Xo y que BS(z) = x. Resta encontrar una sucesién (my); € AP con
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progresiones arbitrariamente largas de la forma {q,2q,...,mq} tal que S"*(z) — 0 para todo
X € Coo-

Como e, — 0 tenemos que e,,_; = BI(e,,) — 0 para todo j. Luego, por el Lema
existe una sucesién (my); € AP con la propiedad requerida tal que ey, +; = S™(e;) — 0 para
todo j.

iv)=>1) se sigue de la Proposicién O

Aplicando un argumento de cuasiconjugacion obtenemos un resultado andlogo para operadores

coshift pesados.

Corolario 5.1.11. Sea X un espacio de Fréchet pesado con base de Schauder {e,} y supongamos
que By (en+1) = wpen es un operador coshift pesado bien definido y continuo. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes.
i) B, es AP-hiperciclico;
ii) B, es mailtiplemente recurrente;

iii) [11*, w; "en, — 0 para alguna sucesion con la siguiente propiedad (ny)r € AP: dados
p,m € N existe ¢ € N tal que la progresion aritmética de longitud m, paso q y término

inicial p + q esta contenida en (ng)k;
iv) By, satisface el criterio de AP-hiperciclicidad.

Como un operador coshift en un espacio de Fréchet es mixing si y sélo si e, — 0 y todo
operador coshift hiperciclico es weakly mixing tenemos que todo operador coshift que es mixing

es también AP-hiperciclico y que todo operador coshift que es AP-hiperciclico es weakly mixing.

5.1.2. Existencia de operadores AP-hiperciclicos

Ansari y Bernal [2, [I§] probaron independientemente que todo espacio de Banach separable
y de dimensién infinita admite un operador hiperciclico. Mas tarde, Bonet y Peris generalizaron
el resultado a espacios de Fréchet [31]. Seguiremos la misma estrategia para probar que todo
espacio de Fréchet admite un operador AP-hiperciclico. Probaremos primero que todo operador
T = I + B es AP-hiperciclico en ¢1(v) y luego aplicaremos un argumento de cuasiconjugacion.
Esto responde en particular una pregunta de Costakis-Parissis [44, Question 7.1]. Notemos que
a pesar de ser mixing, [53], 7' = I + B no satisface necesariamente el criterio fuerte de Kitai [87]
y luego no podemos aplicar el Corolaridb.1.8|

Teorema 5.1.12. Sea X = (1(v) yT =1+ B. Entonces T es AP-hiperciclico.
El eslabén clave para probar que 7' es mixing es el siguiente Lema [84] Lemma 3.2].

Lema 5.1.13 (Salas). Sean k € N y C,, € CF*F (C,,);; = (k+7;—z) Para 1 < i < k, sea b;j(n)
un polinomio en n de grado a lo sumo k — 1. Entonces existe ng tal que para todo n = ng existe
zi(n) tal que Cp(x1(n), ..., 2k (n))t = (b1(n),...,bp(n)) y|z;(n)| < %, donde P es una constante

independiente de n.
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En los proximos lemas usaremos la siguiente notacién. Sean k, m fijos y 1 < ¢ < km. Definimos
1 < p; < m como el Unico nimero natural tal que (p; — 1)k < i < p;k. Luego, si pensamos
{1,...,mk} como la unién de m bloques de longitud k, entonces p; indica el indice del bloque al

cual 7 pertenece.

Lema 5.1.14. Sean k,m € N. Sea C € K™**™F definida como Cij = mpfikﬂﬂ,
1 1 1
k! (k+1)! ((m+1)k—1)!
1 1
1) ((mTDk—2)!
1 1 e 1
11 21 (mk)!
C ok ok+1 o o(m+1)k—1
= il k1! ((m+Dk—1)1
2 ﬁ omk
i 21 (mk)!
m m2 mmE
1 21 (mk)!

Entonces C es inversible.

p(m+1)k—1

s m} COH—

Demostracion. Sea V el subespacio mk-dimensional de K[z] con base {%If, e

sideramos T : V' — K*™ definido como
T(P) = (P(1),P'(1),..., P*D(1), P(2),..., PED(2),.. P(m),...., PED(m))

que es claramente un isomorfismo. La prueba finaliza observando que la matriz asociada a T es

precisamente C'. 0

El siguiente resultado es una generalizacién del Lema de Salas. Cuando m = 1 obtenemos el
Lema [5.1.13]

Lema 5.1.15. Sean m,k € N y consideremos C,, € C"™**™k [q matriz definida como

o bi-n
(s <pz--k+j—z'>’

donde (p; — 1)k < i < p;k. Luego,

() ()

(mkfk—l)

()

() () Guti)

Gy (2

CORN
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Para 1 <i < mk, sea bj(n) un polinomio en n de grado a lo sumo p;k —
Entonces para n grande existe x;(n) tal que Cp(x1(n), ..., 2me(n))t = (b1(n),...,byue(n))t vy

|z;(n)| < %, donde M es una constante independiente de n.

Demostracion. Afirmamos que det(Cy,) es un polinomio en n de grado m(m + 1)k?/2.En efecto,

det(Cn)—E(—l)"ﬁ< pem )
1 pr-k+o(l)—1

g

Cada sumando es un polinomio en n de grado > p; -k + o(l) — 1 = >", 1k* = m(m + 1)k?/2.

pr-k+o(l)—1

El coeficiente principal de cada sumando es (—1)7 ]_[;nkl z% Luego el coeficiente principal
pr-k+o(l)—1

de det(Cy) es >, (—1)7 l_[lmkl ZZZkT(Z)—“ que es el determinante de la matriz definida en el lema

anterior, y luego distinto de cero.

Sea C% la matriz que se obtiene después de reemplazar la j-ésima columna de C), por
(bl (n)v s 7bmk(n)>t Luegoa
det(CY) = —1)%b,-1¢; .
et(Cy,) ;( )by 1(J)(n) #ﬂ(]’) <pz k+o(l) - 1)

Notamos que cada sumando es un polinomio en n de grado a lo sumo m(m + 1)k?/2 — j. En

efecto,

br-n . 1.
deg | bo—1(;)(n) H <pl & i o(l) - l> =m(m+ 1)k%/2 — (Po1(jy k+j—0 Lon + deg(bg-1(;)(n))
l#071(j)
m(m + 1)k%/2 — j.

Aplicando la regla de Cramer tenemos que x; = Zzlfggi; y obtenemos el resultado deseado. [

Prueba del Teorema[5.1.13. Por la Proposicién [5.1.1] es suficiente mostrar que para todo abierto
Uy todo m > 0 existe n y = € U tal que T"(x) € U para todo | < m

Sea U un conjunto abierto, m > 0y x € U con supp(x) < [1,k]. Vamos a encontrar n > k y
z, supp(z) < [k + 1, (m + 1)k] tal que T"(z + z) € U para todo 1 <1 < m.

Sea [ fijo. Notemos que [T (z+2)]; = Zé" 0 ( N [BI(z+2)]; = Zk_z (l") 1+]+2Jm,—:1£12 (l]") Zigj-
Luego el sistema de ecuaciones [T (x4 2)]; = 25, 1 <i < ky supp(z) S [k+1, (m+1)k] es equi-
valente a resolver D - B¥z = bl(n), donde (D));; = (kl?_z) = (lk+j—(z‘li(l—1)k))7 para 1 <i < k,
1<j<mkyb(n)=mx— Zf:l (jlfl.) x;j es un polinomio de grado a lo sumo k — i en n.

Aplicando el lema de arriba a la matriz C' = [DY,..., D! ]!, obtenemos para todo n = ng una
solucién comun z para el sistema de ecuaciones [T (z + z)] =x,paral <i<k 1<l<my
supp(z) < [k + 1, (m + 1)k] tal que |2z] < == M para k+1<i<(m+1)k.

Cuando calculamos [T""(z + z) — x]; para i > k + 1 obtenemos que

(m+1)k—i (m+1)k— }
[T + 2) — ]| = < Y <l”> M _ Ay M Me

In
i—k | i+j—k i—k
=0 ] ] n =0 J:n n

7=0

Concluimos que para n grande, T'(z + z) € U para todo 1 <1 < m. O
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Es sabido que todo espacio separable de Fréchet existe un operador S que es cuasiconjugado

aT =1+ B, en ¢; [3I]. En consecuencia obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.1.16. Sea X un espacio de Fréchet separable y de dimensidon infinita. Existe enton-

ces un operador AP-hiperciclico actuando en X.

5.1.3. Un operador AP-hiperciclico que no es weakly mixing

En 2006 De la Rosa y Read resolvieron uno de los problemas méas importantes en la teoria de
los sistemas dinamicos lineales: construyeron un operador hiperciclico que no es weakly mixing o
equivalentemente que no satisface el criterio de hiperciclicidad [45]. El criterio de hiperciclicidad
tiene muchas reformulaciones equivalentes y usualmente es implicado por una condicion regular.
Por ejemplo, los operadores cadticos y reiterativamente hiperciclicos son weakly mixing. Seria
entonces razonable esperar que AP-hiperciclicidad implique weakly mixing.

Por otro lado Bayart y Matheron construyeron ejemplos de operadores hiperciclicos no weakly
mixing en espacios de Banach clésicos, como por ejemplo ¢, co, H(C) [12]. También estudiaron
clases de operadores no weakly mixing pero teniendo un nivel alto nivel de érbitas frecuentes en
[14], y probaron que si (my ) satisface que limy, "% = 400 entonces existe un operador hiperciclico
que no es weakly mixing en ¢; pero que satisface que para todo conjunto abierto U, el conjunto
de recurrencia Np(z,U) es O((my)r). Notar que este resultado es ajustado ya que si (myg)y fuese
acotada entonces tal T serfa frecuentemente hiperciclico y luego weakly mixing.

Veremos a continuacion que este resultado junto a las cotas superiores cuantitativas conocidas
para el Teorema de Szemerédi implican que hay operadores AP-hiperciclicos que no son weakly

mixing.
Teorema 5.1.17. Eziste un operador AP-hiperciclico en 1 que no es weakly mizing.

= /2 VI8l logt, donde log es el logaritmo en base 2, y m; = [f~()],
m \/ifx/log loglogm;
l )

Demostracion. Sea f(t)

para [ € N. Entonces como [ ~

mj my
P r—

\/51 /log log log m;

as [ — oo.

Entonces por [14], existen T' € L(¢1) y = € ¢; tal que T no es weakly mixing y Np(z,U) es
O((my);) para todo abierto U.

Probemos que tal operador T tiene que ser AP-hiperciclico. Sea ri(n) el médximo de todos los

r tal que existe A < {1...,n} con |A| =r y A no tiene un progresién aritmética de longitud k.
Es sabido [51] que rip(n) < ——"——+5 — 1. Tomemos k(n) = [loglog+/logloglogn — 9].

_ 9
(log logn)2 2 "
Entonces

n n n
)27 log v/logloglog n -

Tk(n) (n) +1<

(loglogn (loglogn) ToshosTogn  2Viogloglogn’

Luego, como [ > 7y,,)(my), tiene que haber una progresién aritmética de longitud k(my;) conte-

nida en {my,ma,...,my}. Més adn si (n;); = O((my);) existe una constante C' > 0 con n; < Cmy.
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my

Entonces como [ ~ W’

Cmy

Th(n) () _ Thom) (CT) _ Gyesiostosom; -1

Lo z S Cm T
para [ suficientemente grande. Luego {ni,na,...,n;} contiene una progresién aritmética de lon-
gitud k(n;) para [ suficientemente grande. En consecuencia, T" es AP-hiperciclico. O

Podemos también probar la existencia de operadores AP-hiperciclicos que no son weakly
mixing emulando los argumentos utilizados por Bayart y Matheron. Recordemos brevemente su
construccién.

Un vector hiperciclico induce naturalmente un producto en span(Orbr(x)) = K[T'|z, P(T)(x)-

Q(T)(z) = P-Q(T)(x).

Criterio 5.1.18. Supongamos que z es un vector hiperciclico y que existe un funcional ¢ tal que

¢(y - z) es continuo restringido a K[T'|(z) x K[T](x). Entonces el operador no es weakly mixing.

Una manera de producir un operador hiperciclico que no es weakly mixing es construir un
operador hiperciclico y un funcional ¢ tal que ¢(y - z) es continuo.

Una de las dificultadas que surgen a la hora de verificar el criterio es que usualmente no sabe-
mos que conjunto es span(Orbyp(z)). Esto lo podemos esquivar imponiendo que span(Orbp(z)) =
€00-

El operador de Bayart y Matheron’s es una perturbacion triangular superior de un operador
shift pesado en ¢;. Para una sucesién espaciada b,,, una sucesion (a,) que tiende a cero, pesos wy,
y una sucesién densa de polinomios (P,) a ser definidos, consideraron el operador T'(e;) = w;e;11
sibp1 <@ <bp— 1y T%(er) = Pi(T)(e1) + 3%

Como T es un operador triangular superior, se sigue que e; es un vector ciclico para Ty luego
{P(T)(e1) : P es un polinomio } es denso en ¢;. Luego si é — 0y (P,) es una familia densa de
polinomios, se sigue que e; es hiperciiclico para {T°»}. Notemos ademés que span(Orbr(e1)) =
€00-

Los autores eligieron a,, =n + 1, b, = 3" y w, = 4(1 — ﬁ) La espaciocidad de la sucesion
b, les permitié probar que, si los polinomios P, son adecuadamente elegidos, entonces Ty ¢ son
continuos.

Por supuesto, diferentes elecciones en los parametros inducen diferentes operadores no weakly
mixing.

Sea by, = by, +kc,, donde 0 < k < ny b,y c, serdn especifados luego. Por ahora requerimos
que ¢, / 00y que

2bppn = 2(bp + 1 cn) <bny1 = bny10. (5.2)

Luego, by i < by si (n,k) < (m,1) y (bpi)r determina una progresion aritmética de longitud

n + 1y paso ¢,. Intuitivamente un operador no weakly mixing sucede si N(ej,U) es espaciado.

103



Capitulo 5. Operadores AP-hiperciclicos

Cuando construyamos el funcional ¢ ( y luego un operador no weakly mixing), vamos a requerir
que ¢, / oo rapidamente.

Algunas veces vamos a abusar de la notacién y by, ,4+1 querrd decir b, 41,0 y by —1 querrd decir
bn—l,n—l-

Como queremos que e; sea un vector AP- hiperciclico es natural imponer 7%+ (e1) = P i (T)(e1)+

ep €b, 1 . .2 1 1
£ para 0 < k < n. Vamos a elegir también, w,, = 4(1 — ﬁ)’ Y an = .

T~ PUT)(e) +

an Kk

n

an
Paso uno. Vamos a buscar condiciones en b, y P, para asegurar que 7' es continuo. La

siguiente notacion es 1til. Diremos que una sucesién de polinomios (P, ), estd controlada por una

sucesion de nimeros naturales u, si tanto deg(P,) como ||P||; son menores que u,,.

Teorema 5.1.19. Sea b, ), definida como en (5.2)). Entonces existe una sucesion u, — o tal que

st (Pp)n estd controlada por uy, entonces T es continuo.

La gran ventaja de trabajar en 1 es que es mucho mas ficil verificar que un operador es
continuo. Por una aplicacién trivial de Holder es suficiente mostrar que el conjunto {|7(e;)|} es
acotado. Ya sabemos que |T'(e;)| < |w;| < 4 para i € [by i, by k41 — 1). Luego, resta mostrar que
T'(ep,, ,—1) es acotado. Cuando k > 1, vamos a explotar el hecho de que TOnk(ey) ~ Thrk=1(ep) ~
P, (T)(e1). Por otro lado cuando calculemos la norma de |7T'(ep, _,)|, vamos a explotar la espa-
ciocidad de entre by,—1,-1 Y bn0-

Se sigue de un célculo elemental que T'(ep, ) = € i€s, . + fnk, donde

Qn k—1
€k = n y (5.3)
a’n,k‘wbn,k,1+1 s wbn,kfl
Gy fo
Jnk = kol <Pn,k(T)€1 - Tb"”“*b"”“’lpn,kfl(T>61) .

Why, 141+« - Woy, 1 —1

Luego, si k > 1 tenemos que by, —bp k-1 = Cn, Pop = Prug—1 = P, ap g = ap = % y entonces

1

wbn,kfl‘i'l T wbn,kfl
n n

Fuk = (Pu(T)er — T Py(T)er) = EBy(T)(I —T*)er.

Why, jo—14+1 -+ - Why, 1 —1 Why, j—141 -« - Woy, p—1

€nk =

Claramente cada |, x| < 1.

La prueba del siguiente Lema es idéntica a la prueba del Lema [13, Lemma 4.20].

Lema 5.1.20. Supongamos que para todo (n',k') < (n,k), |fu | < 1. Entonces existe una

constante absoluta C' > 0 tal que:

i) Sik>1,
| Fakll < % || Pyl CVen,
i) Sik =0,
. P _
ol < sttt (R OB )
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5.1. Operadores AP-hiperciclicos y recurrencia multiple

Demostracidn. Probamos inicamente ii), siendo i) més simple y similar a ii). Sea E; = span{ey, .. .e;}.

Como 2 < w(i) tenemos que |T'(x)|1 < w(j + 1)|z[1 para todo x € E; y luego

1T™(e1) |1 < sz

para todo 1 < m < by, . Usando la expresién (5.3) obtenemos que

n (1Pl T (@) + | Pt TT2 " w(d))

Why,—1+1 - - - Why, o—1

| froll <

y como 2 < w(i) < 4 deducimos que

b'rL,Ofbn,flf1 LU(Z)

ﬂ n|P 71|4dn71 H R e A—
2b ,0=bn, i1 w(z' + bn,fl)

1—u
1—v

Para simplificar notacién notemos = = by, o — b, 1 — 1. Usando que log

< v — u siempre que
0 <v<u<1y el Teorema de valor medio obtenemos
x . x
w(7) 1 1 -1 x
————— < €xp - - - | <exp|—F— ), —=
Hw(z+bn7,1) (;2 i+ bn—1 2\/%) ( 4 (x—i—z)g)

_ —12361 1 ~1 QZZ: L\ _ cws
X €X —_— = eX —_— — X € .
g 8 Siveti g 8 Vi

Utilizando ahora la condicién ([5.2) tenemos que x = by g — by,—1 — 1 = by, —1 y luego se sigue ii).

.
L[]
I

i) Es andlogo a ii) notando que en este caso dy, = dy—1, Py, = P11y & = ¢p. O

Prueba del Teorema[51.19. Como ¢, — 0 existe u, — o0 tal que nd%ru,e~CvVen < 1y n4méx{dn.dn-1} an —+

une_c‘["fl < 1. Luego, si P, esta controlada por u,, el operador es continuo. O

Paso dos. Vamos a buscar condiciones en b,, y P, tal que exista un funcional ¢ : cgg*xcgg — C
para el cual ¢(z - y) = ¢(P - Q(T)e1) es continuo.
El siguiente Criterio fue probado en [I3, Lemma 4.22].

Criterio 5.1.21. Supongamos que Y, . |¢(ep - €¢)| < o0. Entoncse ¢(x - y) es continuo.

Podemos escribir p = by, +uy q = by, + v, donde by, +u < by 11y by +0 < by yy1. En

este caso obtenemos por la definicién de T' que

an .k b .
€, = Tonk — P A(TWT e
P wbn’k71+1 .. wbn,k71+u( n( )) ( 1)
€q = am,l (Tbm,l _ Pm(T))Tv(el)

wbmﬁlflJrl e wbm,l,1+v

n-

Luego |¢(ep ’ eq)| < 2umj ¢(y(n,k,u)(m,l,v))7 donde

Yin k) mdw) = (L7 = Pa(T))(TPm = Po(T) T (e1).

105



Capitulo 5. Operadores AP-hiperciclicos

Definimos ¢(eg) = 1, y para i > 1:

d(Po(T)T7 (ep)) sii=b,+ke,+jconjel0,c,)y0<k<n,
O(T"(e0)) = R G(Po(T)Pa(T)TI (o))  sii = 2by + ken + j con j e [0,¢n) y 0 <k < 2n,

0 else.
Imponemos para cada n que
(I) by > (n+ 1)cp,
(II) by > 2by—1 + (2n — 1)cp—1,
(I1I) ¢p > 2(bp—1 + (n — 1)cp—1).

Por (I) y (II) vale que ¢ esta bien definido. La condicién (I11) la necesitamos para el siguiente

lema.
Lema 5.1.22. Supongamos que deg(P,) < % para todo n y que n = m. Entonces
i) ¢(y(n,k,u)(m,l,v)) = 0 para todo u,v tal que u +v < .

i) (Y inhou) mid )| < Mi(P) = méxicjcn(1 + |Pjl11)? - [ Tocjan o max{1, | Pjl3}.

Prueba de i).

(Y (n k) (md)) = (T HRentbmblemtutve)y  g(bathen p (TYT" eq) — (T Hem Py (T)T"ey)
+ ¢(Pp(T) P (T) T Veg) = A+ B+ C + D.

Supongamos primero que n = m. Entonces, como deg(P,) +u +v < ¢,
B = —¢(Ttnren P (TYT" ey) = —p(Po(T) Po(T) T (eg)) = C.
Por otro lado, como u +v < ¢ y k +1 < 2n,
A= ¢(T2bn+(k+l)cn+u+v€0) _ ¢(Pn(T)Pn(T)T“+”(eO)) - D=_-B=—-C.

Luego ¢<y(n,k,u)(n,l,v)) = 0.
Para n > m tenemos por (I1I) que by, + lcy, + u+ v < ¢,,. Luego,

A= ¢(Tbn+kcn+(bm+lcm+u+v)60) _ ¢(Pn(T)Tbm+lcm+u+U(eo)) - _C.
Por otro lado, como deg(Py,) +u+ v < ¢y,
B = (T¥+5 Py (T)T"eq) = (Pu(T) P (T) T (e5)) = —D.
Conluimos que, @Y k,u)(m,1,v)) = 0- O
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5.1. Operadores AP-hiperciclicos y recurrencia multiple

Prueba de ii). Probamos antes el siguiente hecho: sea Ky, := [ ]y, méx{1, | P;|3}, entonces

méx |¢(T"(eo))| < K, para todo n.

0<i<by,

El caso n = 1 es trivial. Supongamos que la afirmacion es verdadera para n > 1 y probémoslo
para n + 1. Notemos que necesitamos acotar |¢(T eg)| para b, < i < b, satisfaciendo i =
bn+kcp+jconj<c,yO0<k<n,ot=2b,+kc,+jconj<c,y0<k<2n,yaqueen caso
contrario ¢(T'eq) = 0.

Sii=b,+kcy+jconj<ec,y0<k<n,entonces

|6(T"e0)| = |(Pa(T)Te0)]
< || Pally - max{|¢(Thep)| : I < ¢ + deg(Pr)}
< HPnHIKn < Kn-‘rla
porque ¢, + deg(P,) < b, by (I).
Similarmente, si ¢ = 2b, + ke, +j con j < c, y 0 <k < 2n,
|6(T"€0)| = ¢(Pu(T)Pu(T)T(e0))

< |P?], - 4 T
< 1Pyl szg;l(%ww (e1)]

Como Y k), (m 1) = B(T)(eo), con deg(R) < by g +bmi+u+v < 20p41 < bpy2y |Rll1 < (14
1Pall1) - ( ), obtenemos que |¢(R(T)eo)| < |R[1 - méxi < j<caeg(r) [6(T7€0)] < My (P). O

Teorema 5.1.23. Sea b, que cumple las condiciones I), 1) y III). Entonces existe una sucesion

de control v, — o0 tal que si P, estd controlada por v, entonces ¢p(x -y) es continuo.

Demostracion. Como >, > nty._ . ’;’1
> >

22” A Zz—i—l

m n=m z>”

Sea v, — 0 una sucesién de control que garantice que M,(P) < A, y tal que v, < %. Por

el Criterio [5.1.21], es suficiente mostrar que

Z ‘%éﬁ(y(n,k,u)(m,z,v))‘ < 0.

n,k,m,lu,v

Notemos que por el Lema [5.1.22| que

1

n-m
2 Qu+v |¢(y(n,k,u)(m,l,v))| < 22 Z 2 Z n-m- M, Z Qutv
n,k,m,l,u,v m n=2mk<n l<m u_;,_vzg
1+ 1
<22 Z n4Mn i < 0.
m n=m >0

2
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Capitulo 5. Operadores AP-hiperciclicos

Paso final: |5.1.17, Sea b, ;. que cumple las hipé6tesis de los Teoremas[5.1.19|y[5.1.23, Aplicando

los Teoremas [5.1.19| y [5.1.23| hay un operador continuo 7' tal que ¢(x - y) es continuo. Por las

observaciones anteriores al primer paso el operador es AP-hiperciclico y por el Criterio [5.1.18 no

es weakly mixing.
O
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Capitulo 6

Operadores AP.-hiperciclicos

La relacion entre los operadores cadticos y frecuentemente hiperciclicos no esta del todo
comprendida. Inluso en espacios de Hilbert existen operadores cadticos que no son frecuentemente
hiperciclicos y viceversa, existen operadores frecuentemente hiperciclicos que no son caoticos.
Para entender mejor esta relacién es deseable obtener una caracterizacién de caos en términos

del comportamiento de una orbita.

Pregunta 6.0.1. ;FEs posible caracterizar a los operadores cacticos en términos del comporta-

miento de una unica orbita?
En este contexto la siguiente pregunta fue formulada por Bonilla y Grosse-Erdmann. [33].

Pregunta 6.0.2. ;Eziste una familia de Furstenberg F tal que F-hiperciclicidad sea equivalente

a caos?

Como vimos en el capitulo anterior, los operadores cadticos son AP-hiperciclicos. Sin embargo,
el concepto de AP-hiperciclicidad estd muy lejos de implicar caos. En efecto, existen operadores
AP-hiperciclicos que no son weakly mixing y todo espacio de Banach separable y de dimensién
infinita admite un operador AP-hiperciclico, hechos que son falsos para operadores cadticos.

Si miramos los tiempos de visita Np(U) de un operador caético vemos que tienen progre-
siones aritméticas arbitrariamente grandes, teniendo ademas estas progresiones una estructura
algebraica grande ya que se pueden considerar todas del mismo paso.

Dado un conjunto A de ntmeros naturales diremos que A tiene progresiones aritméticas
arbitrariamente grandes con paso fijo (0 A € AP;) si existe un numero fijo k tal que para toda
longitud m, A tiene una progresién aritmética de paso k y longitud m.

No hay, hasta donde sabemos, una investigacién sistemética sobre conjuntos con progresiones
aritméticas arbitrariamente largas de paso fijo. Siendo probablemente la razén que APy no cumple
la propiedad de Ramsey: existen conjuntos Ai,... Ay disjuntos dos a dos que no pertenecen a
AP, cuya unién pertenece a AP,. Sin embargo, como veremos, estos conjuntos juegan un rol
primordial en la teoria de caos lineal.

Responderemos la Pregunta para operadores débil*-débil* continuos: tal operador es
cadtico si y sélo si es AP,-hiperciclico (Teorema . Para operadores arbitrarios la familia
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Capitulo 6. Operadores AP,-hiperciclicos

AP, todavia puede ser usado para caracterizar caos en términos del comportamiento de una
orbita: T es caotico si y sélo si existe x € X tal que para todo abierto U, el conjunto de tiempos
de visita N (z,U) contiene una sucesién (ny); € APy para la cual el conjunto {77 (x)} es débil
precompacto. Como corolario obtenemos un teorema de Transitividad para operadores cadticos
(Teorema |6.1.12]).

El capitulo estd organizado como sigue. En la Seccién [6.1] estudiamos a los operadores AP;-
hiperciclicos, operadores con conjuntos periddicos densos y su conexion con caos. Probamos
que estos conceptos son equivalentes para operadores débil*-débil* continuos (Teoremas
y [6.1.10). En la Seccién probaremos que los operadores AP-hiperciclicos tienen espectro
perfecto (Corolario [6.2.3)). En la Seccién estudiamos a los operadores coshift. Probamos la
existencia de un operador coshift en ¢y que es AP,-hiperciclico y no cadtico. Por otro lado proba-
mos que todo operador coshift actuando sobre una base incondicional tiene conjuntos periédicos
densos si y sélo si son cadticos (Teorema [6.3.1]).

El contenido de este capitulo estd basado en el trabajo [36].

6.1. Operadores AP.-hiperciclicos y operadores cadticos

En esta seccién estudiaremos a los operadores AP,-hiperciclicos y su relacién con los ope-
radores cadticos. El resultado principal del capitulo establece que para operadores débil*-débil*
continuos un operador es cadtico si y solo si es AP,-hiperciclico. Por otro lado, mostraremos en

el Teorema que existen operadores AP;-hiperciclicos que no son cadticos.

Teorema 6.1.1. Sea X un espacio de Banach que es un dual T : X — X un operador débil*-
débil* continuo. Entonces T es cadtico si y solo si existe x € X tal que para todo conjunto abierto
U existe k tal que el conjunto de tiempos de visita Np(x,U) contiene progresiones aritméticas

arbitrariamente grandes de un mismo paso k.

Notar que la equivalencia de arriba vale para operadores arbitrarios en espacios reflexivos. El
Teorema [6.1.1] es una consecuencia directa del Teorema [6.1.10] Recordemos que un conjunto A
de nimeros naturales pertenece a AP, si existe k € N tal que A admite progresiones aritméticas
arbitrariamente grandes de un mismo paso k, y que AP, es una familia de Furstenberg upper.

La siguiente proposicion es andloga a la Proposicién [5.1.1

Proposicién 6.1.2. Sea T un espacio de Fréchet. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1) T es hiperciclico y todo vector hiperciclico es APy-hiperciclico.
2) Ewxiste un vector APy-hiperciclico.

3) Para todo abierto V existe k tal que para todo abierto U y para todo m existen ky, y x € U
con TFm+ik(2) € V para todo 0 < j < m.

4) T es hiperciclico y para todo conjunto abierto U existe k tal que para todom , ﬂ"]”:l T=%(U) #
.
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6.1. Operadores AP,-hiperciclicos y operadores cadticos

5) El conjunto de vectores APy -hiperciclicos es residual.

En [75] fue probado que los operadores cadticos son reiterativamente hiperciclicos. La misma

prueba muestra el siguiente resultado.
Proposicién 6.1.3. Sea T un operador cadtico. Entonces T es APy-hiperciclico.

Por otro lado, hay subconjuntos de los niimeros naturales (por ejemplo los nimeros libres de
cuadrados) que tienen densidad inferior positiva pero no pertenecen a AP,. Entonces no podemos
concluir que los operadores frecuentemente hiperciclicos sean AP,-hiperciclicos. También hay ope-
radores cadticos que no son upper-frequentemente hiperciclicos [75]. Existen entonces operadores
AP.-hiperciclicos que no son upper-frequentemente hiperciclicos. Mas atin, como existen opera-
dores frecuentemente hiperciclicos en espacios de Hilbert que no son cadticos [13, Section 6.5],
por el Teorema [6.1.1] concluimos que hiperciclicidad frecuente no implica AP;-hiperciclicidad.

Debido a que los conjuntos AP, tienen densidad superior de Banach positiva y como los
operadores reiterativamente hiperciclicos son weakly mixing [25], tenemos que los operadores

operadores AP,-hiperciclicos son weakly mixing.

Proposicién 6.1.4. Sea T un operador APy-hiperciclico. Entonces T es reiterativamente hi-

perciclico. En particular T es weakly mizing.

Para probar el Teorema [6.1.1| necesitamos introducir el concepto de conjuntos peridédicos
densos, que es una generalizaciéon natural de punto periédico. La nocién fue introducida por
Huan y Ye [63] en el contexto de sistemas dindmicos no lineales sobre conjuntos compactos.

Decimos que un conjunto Y es periédico para T si existe k& > 0 tal que T#(Y) c Y.

Definicion 6.1.5. Decimos que una aplicacion T tiene conjuntos periddicos densos si para todo

conjunto abierto U existe un conjunto cerrado Y < U.

Proposicién 6.1.6. Un operador T tiene conjuntos periddicos densos si y solo si para todo
conjunto abierto U existe k tal que ﬂ;ozl T-KU) # &.
En particular si T es hiperciclico con conjuntos periddicos densos entonces T es APy -hipercicli-

Co.

Demostracion. Sea un conjunto abierto U y consideremos un abierto auxiliar V < U tal que
VcVcU. Seaxe ﬂ;ozl T—7%(V). Entonces el conjunto Y = Orbp«(z) es un conjunto cerrado
de U que satisface T*(Y") < Y. Reciprocamente dado un conjunto abierto U ¢ Y € U un conjunto

cerrado que es TF-invariante, todo z € Y pertence a ﬂ;’-ozl T‘jk(U). O

En la Subseccién [6.3] presentaremos un ejemplo de un operador AP;-hiperciclico que no tiene
conjuntos periddicos densos.
El siguiente lema, el cual explota tanto la linealidad del espacio como del operador, es un

ingrediente importante en la prueba del teorema principal.
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Capitulo 6. Operadores AP,-hiperciclicos

Lema 6.1.7. Sea Y un conjunto k-periédico para un operador T en un espacio de Fréchet X tal

que
1) Y es débil compacto o
1) X es un espacio dual, Y es débil*-compacto y T es débil*-débil* continuo.

Entonces existe un vector k-periddico en co(Y) , donde T denota a la topologia débil o débil*

respectivamente.

Demostracion. La prueba es una aplicacién elemental del Teorema de punto fijo de Schauder-
Tychonoff para espacios topolégicos localmente convexos [90)].

Sea Y un conjunto k-periédico. Entonces W es T*-invariante. Mds atin, W es T-
compacto (usando el Teorema de Krein-Smulian [67] o [85, Chapter II, 4.3]). Luego, el Teorema
de Schauder-Tychonoff nos asegura la existencia de un punto fijo de 7% en W. Este punto es

un vector k-periédico de T'. O

Proposicién 6.1.8. Sea T un operador hiperciclico en un espacio de Banach separable. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes.
i) T es APy-hiperciclico.

o
ii) Para cada abierto U ¢ X hay un conjunto periédico de T** contenido en U < x**,

x . 70 *
iit) Para cada abierto no vacio U c X existe un k tal que ﬂ(T**)_J’“ <Uw ) # .
j=1

iv) La clausura en norma de los puntos periddicos de T** contiene a X.

Entonces i) = ii) < iii) < iv).
¢]
— — ok —— ok
Demostracién. i) = ii) Sea U < X un conjunto abiertoy V = B,.(zo) talque V. U, V" < U"
es un conjunto débil*-compacto en X**. Sea x € V tal que N(x,V) € APy. Luego, existen k € Ny
. — )k
una sucesion (an)n, tal que T+ () € V para todo i < n. Existe un punto limite débil* y e V*
de la sucesién (7% (x)),

[ —
Sea Y = Orbipssy (1), la clausura débil* de la érbita de y via (T**)*. Este conjunto es cla-

ramente (7%*)¥ invariante. Debemos probar entonces que Y < Uw*. Para esto es suficiente probar
que para todo m, (T**)km(y) e Vw* Fijemos m € N y notemos que como T** es débil*-débil*-
continuo vale que (T#*)¥™(y) es un punto limite débil* de ((T%*)n+km (), = (T“n”“m( )n-
Como para todo n = m tenemos que 7% +*™(z) e V, concluimos que T"*(y) € e v,

i1) <> 1i1) Se sigue como en la prueba de la Proposicién

i1) < 1v) Como toda bola de X** centrada en un punto de X contiene un conjunto periédico
débil* compacto, la afirmacién iv) se sigue del Lema La reciproca es inmediata.

O
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Notemos que, en particular, la proposiciéon de arriba prueba el Teorema [6.1.1| para espacios
reflexivos. Veamos ahora como empujar este argumento un poco mas.

En [63, Proposicién 3.2] Huang y Ye estudiaron la relacién entre los sistemas dindmicos en
conjuntos compactos con conjuntos periédicos densos y conjuntos Ny (zx, U) teniendo progresiones
aritméticas arbitrariamente grandes con el mismo paso (ver también [69]). El siguiente lema es

una generalizacion de su resultado para sistemas dinamicos en espacios de dimension infinita.

Lema 6.1.9. Sea X un espacio de Banach separable que es un dual yT : X — X una aplicacion
(no necesariamente débil*-débil* continua). Entonces T es APy-hiperciclica si y sdlo si T es

hiperciclica con conjuntos periddicos densos.

Demostracion. Una implicacién es la Proposicién La prueba de la reciproca es similar a la
prueba de i) = ii) en la Proposicién
O

Podemos probar ahora el teorema principal del capitulo.

Teorema 6.1.10. Sea X un espacio de Banach que es un espacio dual y T : X — X un operador

lineal débil*-débil* continuo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) T es APy-hiperciclico;
ii) T es hiperciclico y tiene conjuntos periddicos densos y
ii1) T es cadtico.

Demostracion. i)<=> ii) es el Lema iiil)== ii) es immediato.

Probemos ii)== iii). Sea U un conjunto abierto. Debemos probar que 7" tiene un conjunto
periédico en U. Consideremos un abierto auxiliar V < U tal que V es abierto, convexo, débil*-
precompacto y tal que V € U. Sea Y < V un conjunto k-periédico. Entonces por el Lema

*

T tiene un punto k-periddico en co(Y)w cU. t
De una forma similar tenemos el siguiente resultado.

Corolario 6.1.11. Sea X un espacio de Fréchet yT un operador lineal continuo con conjuntos

periodicos débil compactos densos. Entonces T tiene puntos periddicos densos.

Si aplicamos la Proposicion [6.1.2] obtenemos un teorema de transitividad para operadores

cadticos.

Corolario 6.1.12 (Un teorema de transitividad para operadores cadticos.). Sea X un espacio
de Banach separable que es un espacio dual y sea T : X — X un operador débil*-débil* continuo.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es cadtico;
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2. Para todo abierto V' existe k tal que para todo abierto U y todo m hay un x € U y ky, con
Tkntik(x) € V para todo 0 < j < m y

3. T es hiperciclico y para todo abierto U existe k tal que para todo m ;- T-5U) # &.

Si el operador no es débil*-débil* continuo atin podemos caracterizar caos en términos del

comportamiento de una érbita.

Proposicién 6.1.13 (Una caracterizacién de caos en términos de una 6rbita). Sea X un espacio

de Fréchet. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Eziste un vector hiperciclico x tal que para todo abierto U existe una sucesion (ap), <

Nr(xz,U) n APy, tal que (T x),, es débil precompacto.
2. T es cadtico.

Demostracion. Probamos solamente (1) =>(2), siendo (2) ==(1) inmediato.

(1) =>(2). Por el Corolario[6.1.11] es suficiente mostrar que T" tiene conjuntos periédicos débil
compactos densos. Sea U un conjunto abierto y V< V < U un abierto convexo. Existen k > 0y
una sucesién (k,), tal que para cada n T*»+% 2 € V para todo i < n y tal que K := {TF+ikg .
i < n} es débil precompacto. Sea y un punto de acumulacién débil de {T* x : n € N} c K.
Entonces y € K . Como V es convexo se sigue que y € U. Procediendo como en la prueba del
Lema (pero usando queT’ es débil-débil continuo ) probamos que Y = mw es un
conjunto periédico contenido en U. Mis atin , Y es débil compacto, porque T (y) € K para

todo m.
O

6.2. El espectro de un operador AP,-hiperciclico

En esta seccién estudiaremos el espectro de los operadores AP,-hiperciclicos. Recordemos que
se ve muy facilmente que los operadores cadticos tienen espectro perfecto. Por otro lado en [8§],
Shkarin presenté un argumento muy ingenioso para probar que los operadores frecuentemente
hiperciclicos comparten esta propiedad. Vamos a probar que los operadores AP;-hiperciclicos
tienen espectro perfecto.

Recordemos que un operador se dice cuasinilpotente si ||T"H% — 0. La prueba del siguiente le-
ma es una modificacién leve de un resultado andlogo para operadores frecuentemente hiperciclicos
(ver [88] o [58, Lemma 9.38]).

Lema 6.2.1. Sea S un operador, z* € X*\{0} y U = {y : Re({y,z*)) > 0, Re({S(y),z*)) < 0}.

Supongamos que para algin x € U\ker(z*),

lim inf ‘NS(va) N [07 k]‘
k—o0 k+1

=u>0. (6.1)
Entonces S — I no es cuasinilpotente.
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6.2. El espectro de un operador APy-hiperciclico

Demostracion. Reemplazando z* por WZ*» podemos suponer que Re({z,z*)) = 1.
Supongamos que S — I es cuasinilpotente. Dado ¢ > 0, existe una constante M > 0 tal que

I(S — I)¥| < Me*, para todo k. Luego tenemos para z € C, y |z| < R que

3 Re(((5 — Doty [FE= D EZEED < g poey 3 b B D (R D
' k=0 :
_ Miaffl=*]

- (1-9)F

donde usamos el teorema del binomio generalizado.

Esto implica que

Z $I>)z(z—1)..].€!(z—k~l—1)

define una funcién entera de tipo exponencial 0, tal que f(0) = {(z,z*) = 1. Luego, aplicando la

férmula de Jensen, la cantidad de ceros en el disco {|z| < R}, n(R) estd acotada por

log(Mz]|z*|(1 —&)*F) _ =, log(1—¢)
log 2 log2

Luego, tenemos que

n(k+1)< ¢ 2(k+1)log(l—¢) = 2log(l—¢)
E+1 k41 (k +1)log?2 log2

Esto contradice (6.1)) ya que € puede elegirse arbitrariamente cercano a 0,y |[Ng(z,U) n [0, k]| <
n(k + 1). En efecto, como

Z xx>)n(n—1)..].€!(n—k+l)

<Z ( > (S — DEIFg, 2%)) = Re((S™x, x*)),

tenemos que n € Ng(z,U) si y sélosi f(n) > 0y f(n+ 1) < 0. Finalmente, como f|g toma

valores reales, f tiene que tener al menos un cero en cada intervalo (n,n + 1). O

Teorema 6.2.2. Sea T un operador APy-hiperciclico en un K-espacio de Banach. Entonces

T — AId no es cuasinilpotente para ningin |A| = 1.

Demostracion. Sea A = e2™. Supongamos primero que 6 = g tiene angulo racional.

Notemos que si T'— Al es cuasinilpotente y ¢ € N entonces (T**)9 — 1] = (T7)** — I es un
operador cuasinilpotente en X**. Mdas atn, no es dificil ver que (como hicimos en la Proposicién
si T es AP,-hiperciclico entonces también lo es T9.

Aplicamos el lema de arriba a S = (T7)**. Let z* € X*\{0} y U = {y € X** : Re({y,x*)) >
0, Re({(S(y),z*)) < 0}. Notemoos que como T es hiperciclico, U # J y, més aun, contiene una

bola no vacia V de X tal que VY ocu. Entonces, como T? es AP,-hiperciclico, la Proposicién
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Capitulo 6. Operadores AP,-hiperciclicos

. . . iw* y iw* .
6.1.8 implica que existen z € V' y m € N para los cuales S?™(z) € V' para todo j € N. En

‘Ns(x,U)ﬁ[O,k’]‘ L
k+1 = m > 0.

Concluimos que S — I y luego T'— AI no son cuasinilpotentes para |A| = 1 de dngulo racional.

particular liminfy_,

Supongamos ahora que # es un angulo irracional. Notemos que es suficiente probar que S — I

no es cuasinilpotente, donde S = e~ 20T+

Sea U el conjunto abierto de X** definido en el Lema para S. Como e 2T es hi-
O, %

perciclico, U es no vacio y contiene una bola abierta V' de X tal que VY cU.

Para un 6 > 0 chico sea Vs := {z € V : d(z,V°) > 0y |z| < 1/6}. Como T es AP,-

O ¥ . O ¥
hiperciclico, por la Proposicion existeunx € Vs ymtal que 7"z e Vy < U para todo
jeN.
0 .
Afirmamos que si € < 62/4m, ye Vs vy p € p+ (—¢,¢) para algiin p € Z, entonces e>™%y e

O % O %

VY cU. En efecto, si Z¢Vw ,
|27y — 2 = |y — 2 — Jy(1 = ™) = 6 — %6% > 6/2.
Definamos ahora
A:={j:—jmb e p+ (—e,¢) para algun p € Z}.
Como m# es irracional, dens(A) > 0, y por la afirmacién,
Ac{j:S™zeU}.

Luego
0 < dens(A) <m-dens(Ng(z,U)).
Aplicando el Lema concluimos que S — I no es cuasinilpotente. ]

Corolario 6.2.3. El espectro de un operador APy -hiperciclico no tiene puntos aislados.

Demostracion. Si A es un punto aislado de un operador hiperciclico entonces por el Teorema
de descomposicién de Riesz y el hecho de que la propiedad de ser AP,-hiperciclico se preserva
por cuasiconjugacién, podemos suponer que o(7) = X. Es decir, T' se puede escribir de la forma
S 4+ Ald con S cuasinilpotente. Ademads el hecho de que T' sea hiperciclico implica que || = 1.
Esto contradice el Teorema [6.2.2] O

Corolario 6.2.4. No hay operadores APy -hiperciclicos en espacios de Banach hereditariamente

indescomponibles.

6.3. Operadores coshift

En esta seccién estudiaremos operadores coshift con conjuntos periédicos densos. Probamos
también la existencia de un operador en ¢y que es AP.-hiperciclico pero no tiene conjuntos

periddicos densos y luego no es cadtico.
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6.3. Operadores coshift

Para encontrar un ejemplo de un operador AP,-hiperciclico que no es cadtico vamos a estudiar
operadores coshift sobre c¢y. Es sabido [54, Teorema 8] que un operador coshift definido en un

espacio de Fréchet sobre una base incondicional {e,} es cadtico si y sélo si
0
dleneX. (6.2)
n=1

Teorema 6.3.1. Sea {e,}, una base incondicional en un espacio de Fréche X y B: X — X el

operador coshift sobre {e,}. Entonces B es cadtico si y sélo si tiene conjuntos periddicos densos.

Demostracion. Por es suficiente probar que Zle en €s convergente.

Sea p una seminorma continua tal que para todo z, |z1| < p(x). Como B tiene conjuntos
periédicos densos existe k € N y z tal que B*(z) e %{y : p(y) < 1} + e; para todo n = 0.
Luego |z1| > 1 — 1 y p (B"¥(2) — z) < § para todo n € N. Entonces tenemos que |21 — @14pp| =
le¥(z — B"™(2))| < 1 para todo n. Luego, Z14nk = (21 + 6,), donde &, es un niimero de médulo
menor que % Notemos que z14,; # 0 para todo n.

o 1

Consideramos ahora la serie >, 1 €1 nk = 2y 15 T14+nk€14nk, qUe €s (incondicionalmen-
n

te) convergente debido a la incondicionalidad de {e,}. Finalmente notemos que

0 k—1 k—1 ‘ 1

Z €n = Z Z €link—j5 = Z BJ(Z ﬁxl+nkel+nk)u

n=1 j=0n>1 j=0 a1 1T O
que es convergente. Concluimos que B es cadtico. ]
Corolario 6.3.2. Sea {e,}, una base incondicional en un espacio de Fréchet X y sea B, : X —

X wun operador coshift pesado sobre {e,}. Entonces B, es cadtico si y sdlo si tiene conjuntos

periodicos densos.

Por otro lado mostraremos ahora que hay operadores coshift pesados en ¢y que son AP;-
hiperciclicos pero no son ni upper-frecuentemente hiperciclicos ni caéticos. En [25] los autores
exhibieron un ejemplo de un operador coshift en ¢y reiterativamente hiperciclico que no es ni
upper frecuentemente hiperciclico ni cadtico.

Un mirada en su prueba revela que de hecho el operador es AP;-hiperciclico.
Teorema 6.3.3. Sea S = UlJ[lle — j,1107 + 5] y (wy) la sucesion definida como
2 sines

wp = 17wt sineS+1\S

1 en caso contrario.
Entonces T := B, : cg — co es APy -hiperciclico y no es cadtico.

Notemos que por el Teoremal6.3.1], esto implica que el operador es AP, pero no tiene conjuntos

periddicos densos.
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Capitulo 6. Operadores AP,-hiperciclicos

El argumento principal utilizado por los autores para probar que el operador es reiterati-
vamente hiperciclico es que T satisface el criterio de F-hiperciclicidad aplicado a la familia de
conjuntos con densidad superior de Banach positiva. Recordemos el criterio aplicado a operadores

coshift pesados sobre ¢, o cp.

Teorema 6.3.4 (Bes, Menet, Peris, Puig). Sea F una familia de Furstenberg. Supongamos que

existen conjuntos disjuntos (Ag)r S F tal que
i) para todo j € Ay, todo j' € Ay, j # j' tenemos que |j — j'| = max{k, k'};
i) para todo k' =0 y todo k > K

€n €n k—o0

eXy

0;

n n
w w
neAg+k’ Hv—l v neA+k’ H'Uzl v

i) Existe (Ck )k, tal que para todo k' =0, todo k > k' y todo | > 1,

Cn4k/

sup _
HZ: 1 Wy+k!

JEA

< Oy

neEAR—j
y tal que sup; Ci; — 0 cuando k — oo y tal que para todo k, C; — 0 cuando | — 0.
Entonces B, es F-hiperciclico en X = £}, o cy.

Prueba del Teorema[6.3.3 Bes et. al. [25] probraron que el operador no es upper-frecuentemente
hiperciclico. Como los operadores coshift pesados que son cadticos son también frecuentemente
hiperciclicos, concluimos que el operador no es cadtico.

En [25], fueron construidos conjuntos (Ag)x de densidad superior de Banach positiva que
cumplen las condiciones i — iiz) del criterio de arriba. Para probar que el operador T es AP;-
hiperciclico, es suficiente mostrar que los conjuntos (Ayg)x elegidos por los autores pertenecen a
AP

Cada A;, se define como Uje s-10k) s donde los ¢~!(k) son conjuntos infinitos disjuntos de
N y los F; son definidos como Fji1 := {10% + 10%*] : 0 < [ < lp}, donde Iy > j y jo es
suficientemente grande (se define por induccién). Luego, para cada j € ¢~ (k) cada conjunto
F;11 es una progresién aritmética de longitud més grande que j con paso 10%*. Como el conjunto
¢~ 1(k) es infinito, concluimos que los conjuntos Aj, tienen progresiones arbitrariamente grandes
de paso 102, 0

6.4. Comentarios finales y preguntas

Nos gustaria terminar este capitulo con algunas preguntas relacionadas con los resultados
discutidos en los capitulos anteriores.
La prueba del Teorema [6.1.10] yace en la normabilidad del espacio. En efecto, usamos que las

bolas son débil* compactas con interior no vacio.
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6.4. Comentarios finales y preguntas

Pregunta 6.4.1. ;FEs cierto el Teoremal6.1.10 para espacios de Fréchet no normables?

En el Teorema [6.3.3] mostramos la existencia de un operador AP,-hiperciclico que no es
caodtico. Por el Teorema [6.3.1] esto implica que el operador no tiene conjuntos periédicos densos.
De hecho, no logramos encontrar un ejemplo de un operador con conjuntos periédicos densos que

no sea cadtico.

Pregunta 6.4.2. ;FEs todo operador hiperciclico con conjuntos periodicos densos necesariamente

cadtico?s Mds en general, tiene que tener dicho operador algin punto periddico?

Respondimos la Preguntal6.0.2|para una clase grande de operadores y espacios. Sin embargo, la
pregunta general sobre la existencia de una familia F para la cual F-hiperciclicidad sea equivalente
a caos sigue abierta.

En la Seccion mostramos que existen operadores coshift que son weakly mixing y no
AP-hiperciclicos y que todo operador coshift que es mixing es AP-hiperciclico. Sin embargo, no

sabemos lo siguiente.

Pregunta 6.4.3. ;Es todo operador mizing necesariamente AP-hiperciclico?s O equivalente-

mente, es todo operador mixing multiplemente recurrente?

El siguiente diagrama muestra las implicaciones conocidas entre los conceptos desarrollados
en los Caitulos [f] y [6f un flecha sélida indica que vale la implicacién. Una flecha rayada indica
que vale la implicacién con una hipétesis extra (en este caso w*-w* continuidad). Para las flechas
punteadas no conocemos su validez en general y son las Preguntas y . Todas las demés

implicaciones se sabe que son falsas.

Frequent Upper-frequent
hypercyclicity hypercyclicity [Weak]y mixing}

Reiterative Mixing

hypercyclicity

27

Dense small periodic sets .
P AP*-hypercyclicityJ [AP—hypercyclicity}

+ hypercyclicity
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