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Dinámica de aplicaciones homogéneas.
Resumen

El objetivo de esta tesis es contribuir a la teoŕıa de los sistemas dinámicos inducidos por

una función homogénea en espacios de dimensión infinita. Una aplicación S : X Ñ X se dice

hiperćıclica si existe una órbita densa en el espacio. Es sabido que ningún espacio de Banach

admite un polinomio homogéneo hiperćıclico. Por otro lado se sabe que algunos espacios de

Fréchet admiten polinomios homogéneos hiperćıclicos.

Introducimos una noción de conjunto de Julia asociado a un polinomio homogéneo en un

espacio de Banach. De las propiedades elementales de dicho conjunto concluimos que toda órbita

es nunca densa. Mostramos diversos ejemplos de polinomios homogéneos que son hiperćıclicos

restringidos a su conjunto de Julia. En particular probamos que todo espacio de Banach, separable

y de dimensión infinita admite un polinomio homogéneo distribucionalmente caótico. Probamos

que el polinomio e11 ¨ B es débil hiperćıclico, δ-hiperćıclico y Γ-superćıclico para todo Γ Ď C no

acotado y tal que 0 es punto de acumulación de Γ. Más aún estas propiedades son realizadas por

la misma órbita. Cabe destacar que ningún espacio de Banach admite un polinomio homogéneo

hiperćıclico. Generalizamos la construcción a espacios de Banach arbitrarios.

Exhibimos el primer ejemplo de un polinomio homogéneo hiperćıclico en HpCq, que es una

fuente histórica de ejemplos de operadores hiperćıclicos. Probamos que el polinomio f Ñ fp0qfp¨`

1q es mixing, caótico y frecuentemente hiperćıclico. Por otro lado mostramos que el polinomio

f Ñ fp0qf 1 no es hiperćıclico.

Respondemos una pregunta de Bés y Conejero encontrando operadores bilineales hiperćıclicos

sin vectores hiperćıclicos densos en X ˆX ¨ ¨ ¨X. Más aún, exhibimos el primer operador bilineal

hiperćıclico en un espacio de Banach y probamos que todo espacio de Banach de dimensión infi-

nita y separable admite un operador bilineal hiperćıclico. Respondemos una pregunta de Grosse

Erdmann-Kim probando que todo espacio de Banach, separable y de dimensión infinita admite

un operador bilineal simétrico bihiperćıclico.

Estudiamos F-hiperćıclicidad para dos familias de números naturales relacionadas con la

existencia de progresiones aritméticas arbitrariamente grandes. Introducimos las nociones de AP
hiperciclicidad y AP˚-hiperciclicidad para operadores lineales. Mostramos que la noción de AP-

hiperćıclididad es equivalente a que el operador sea hiperćıclico y multiple recurrente. Proponemos

un criterio simple de AP-hiperciclicidad que es implicado por el criterio fuerte de Kitai. Exhibimos

un ejemplo de un operador que es AP-hiperćıclico y no weakly mixing. Respondemos una pregunta

de Costakis-Parisis probando que todo espacio de Banach admite un operador AP-hiperćıclico.

Probamos que para operadores ω˚-ω˚ continuos las nociones de AP˚-hiperciclicidad, conjun-

tos periódicos densos y caoticidad son equivalentes, respondiendo parcialmente una pregunta de

Bonilla-Grosse Erdmann. Probamos que para backwardshifts las nociones de ser hiperćıclico con

conjuntos periódicos densos y caós son equivalentes. Mostramos un ejemplo de un backwards-

hift en c0 que es AP˚-hiperćıclico pero no caótico. Finalmente probamos que el espectro de los

operadores AP˚-hiperćıclicos es perfecto.
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Dynamics of homogeneous mappings
Abstract

The aim of this thesis is to contribute to the theory of dynamical systems induced by a homoge-

neous mapping acting on an infinite dimensional space. A map S : X Ñ X is called hypercyclic

provided that there is a dense orbit in the space. It is well known that there are no hypercyclic

homogeneous polynomials on Banach spaces. On the other hand some non normable Fréchet

spaces are known to support hypercyclic homogeneous polynomials.

We introduce the notion of Julia set associated to a homogeneous polynomial acting on

a Banach space. From its basic properties we deduce that every orbit is nowhere dense. We

give several examples of homogeneous polynomials being hypercyclic restricted to its Julia set.

In particular we prove that every separable and infinite dimensional Banach space supports a

distributionally chaotic homogeneous polynomial. We prove that the homogeneous polynomial

e11B on `p is weakly hypercyclic, δ-hypercyclic and Γ-supercyclic for every Γ Ď C such that Γ is

either unbounded or such that 0 is an accumulation point of Γ. Moreover these properties are

achieved by the same orbit. It is worth noticing that no homogeneous polynomial on a Banach

space is hypercyclic. We generalize the construction to arbtrary infinite dimensional and separable

Banach spaces.

We exhibit the first example of a hypercyclic homogeneous polynomial on HpCq, which is a

historic source of examples of hypercyclic operators. We prove that the polynomial f Ñ fp0q¨fp¨`

1q is mixing chaotic and frequently hypercyclic. On the other hand we show that the polynomial

f Ñ fp0qf 1 is not even hypercyclic.

We answer a question due to Bés and Conejero by finding examples of hypercyclic bilineal

operators without a dense set of hypercyclic vectors. Moreover, we exhibit the first example of

a hypercyclic bilineal operator on a Banach space. We generalize the construcion to arbitrary

and separable Banach spaces. We answer a question of Grosse-Erdmann and Kim by proving

that every separable and infinite dimensional Banach space supports a bihypercyclic symmetric

bilineal operator.

We study F-hypercyclicity for two families of natural numbers related to the existence of

arbitrary long arithmetic progressions. We introduce the notion of AP-hypercyclicity and AP˚-
hypercyclicity for lineal operators. We prove that the concept of AP-hypercyclicity is equivalent

to the operator being hypercyclic and multiple recurrent. We propose a simple criterion of AP-

hypercyclicity which is implied by the strong Kitai criterion. We exhibit an example of an AP-

hypercyclic operator which is weakly mixing. We answer a question of Costakis-Parisi by proving

that every infinite dimensional and separable Banach space supports an AP-hypercyclic operator.

We answer partially a question of Bonilla-Grosse Erdmann by proving that for ω˚-ω˚ conti-

nuous operators the notions of AP˚-hypercyclicity, hypercyclicity with dense small periodic sets

and chaocity are equivalent. We prove that for backwardshifts operators the concepts of having

dense small periodic sets and being chaotic are equivalent. On the other hand we show an exam-

ple of a non-chaotic backwardshift on c0 that is AP˚-hypercyclic. We study the spectrum of

iii



AP˚-hypercyclic operators and prove that they are perfect.
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Introducción

La dinámica lineal es una rama moderna del análisis funcional que surgió en las últimas

décadas. El interés general son las iteraciones de una aplicación F : X Ñ X, donde X es un

espacio de Fréchet de dimensión infinita. Tal aplicación se dice hiperćıclica si existe x P X tal

que la órbita inducida por F , i.e. OrbF pxq :“ tFnpxq : n P Nu es densa en X. La teoŕıa del Caos

Lineal es un área de investigación activa que ha experimentado un gran desarrollo en el último

cuarto de siglo. Una evidencia de la madurez alcanzada en el área son los libros de texto [13] y

[58]. El primer ejemplo de un operador hiperćıclico se remonta a Birkhoff [29], quien probó, en

otra terminoloǵıa, que el operador de traslación τ1 : f Ñ fp¨ ` 1q en el espacio de las funciones

enteras de una variable es hiperćıclico. Luego, otros ejemplos aparecieron, como el operador de

diferenciación (también llamado operador de Mac Lane) D : f Ñ f 1, también en HpCq [71] y el

operador de Rolewicz 2B : `p Ñ `p [82] (donde B es el operador coshift). Sin embargo, el inicio del

estudio sistemático en el área se debe principalmente a la tesis doctoral de Kitai [66] y al trabajo

de Godefroy y Shapiro [49]. No sólo exhibieron nuevas clases de operadores hiperćıclicos, sino que

propusieron la noción de caos de Devaney como la más adecuada para operadores. Luego probaron

que los ejemplos clásicos de Birkhoff, Mac Lane , y Rolewicz son caóticos. Además propusieron

versiones preliminares del criterio de hiperciclicidad, cuya versión moderna es la herramienta más

efectiva para probar que un operador es hiperćıclico.

Las nociones de caos en el sentido de Devaney e hiperciclicidad frecuente son al d́ıa de hoy

las nociones de hiperciclicidad más estudiadas. Recordemos que una aplicación F : X Ñ X se

dice caótica (en el sentido de Devaney) si es hiperćıclica y el conjunto de puntos periódicos de

F , i.e. tx : Fnpxq “ x para algún nu es denso en X. La motivación para estudiar operadores

frecuentemente hiperćıclicos proviene de la teoŕıa ergódica. Una aplicación F se dice frecuen-

temente hiperćıclica si existe un vector x tal que para todo conjunto abierto U , el conjunto

de recurrencia NF px, Uq :“ tn : Fnpxq P Uu tiene densidad inferior positiva. Esto es, que

ĺım infn
#tkďn:kPNF px,Uqu

n ą 0. Si F es ergódica para una medida µ de soporte total, entonces

F es frecuentemente hiperćıclica. Más aún el conjunto de vectores hiperćıclicos es de medida uno.

Durante los últimos años se ha comenzado a estudiar a los operadores F-hiperćıclicos. Dada

una familia (de Furstenberg) F de números naturales, decimos que un operador T es F-hiperćıcli-

co si existe un vector x tal que para todo abierto no vaćıo U el conjunto de tiempos de visita

Npx, Uq :“ tn : Tnpxq P Uu P F . Luego, si F‰H y D denotan a las familias formadas por los con-

juntos no vaćıos y a los cojuntos con densidad inferior positiva respectivamente, un operador lineal
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es hiperćıclico si y sólo si es F‰H y es frecuentemente hiperćıclico si y sólo si es D-hiperćıclico.

Varias nociones de F-hiperciclicidad han sido estudiadas, tales como hiperciclicidad U-frecuente

[88], hiperciclicidad reiterativa [25] y más recientemente hiperciclicidad sindética a trozos [80].

A pesar de que la noción de hiperciclicidad fue propuesta para operadores lineales, las mismas

nociones tienen sentido para operadores no lineales. En esta dirección, el primer resultado se debe

a Bernardes [21], quien probó que ningún polinomio homogéneo (no lineal) puede ser hiperćıclico

en un espacio normado. De su prueba se puede deducir que, asociado a cada polinomio homogéneo,

existe una bola (en adelante la bola ĺımite) que es invariante bajo la acción del polinomio. Más

aún, toda órbita que entra en la bola ĺımite tiende a 0.

En efecto, dado un polinomio m-homogéneo P y un vector x con }x} ď }P }
1

1´m entonces x

cumple que

}P pxq} ď }P }}x}m ď }P }}P }
m

1´m “ }P }
1

1´m .

Si denotamos rP :“ }P }
1

1´m entonces hemos probado que P prPBXq Ď rPBX . Si x es ahora un

vector en rPBX entonces existe t ą 1 tal que tx P rPBX y luego

}Pnpxq} “
}Pnptxq}

tmn
ď

rP
tmn

Ñ 0.

Probablemente esta sea la razón por la cual la dinámica de los polinomios no lineales, y en

particular, de los polinomios homogéneos, haya tenido un desarrollo mucho menor que el caso

lineal.

Sin embarbo, el comportamiento de una órbita inducida por un polinomio homogéneo puede

ser altamente no trivial y está lejos de ser comprendido. Por ejemplo, en [4] Bernardes mostró

que si P P Pp2`2q es el polinomio 2-homogéneo

P : pa1, a2, a3, . . .q Ñ p0, a2
1, a

2
2, . . .q

entonces existe un vector cuya órbita oscila entre infinito y la bola ĺımite. También demostró

que todo espacio de Banach separable y de dimensión infinita admite un polinomio homogéneo

superćıclico, esto es, existe x P X tal que COrbP pxq es denso en X. Más recientemente, Peris,

Kim y Song [16, 17] probaron que todo espacio separable de Banach de dimensión mayor que

uno admite polinomios homogéneos numéricamente hiperćıclicos. Esto quiere decir que existen

vectores x P SX ;x˚ P SX˚ , x˚pxq “ 1, tal que su órbita numérica, NorbP px;x˚q :“ tx˚pPnpxqq :

n P Nu es densa en C.

Una de las principales herramientas y conceptos en sistemas dinámicos complejos (de dimen-

sión finita) es la del conjunto de Julia. Este es el conjunto que abarca la dinámica interesante de

una aplicación holomorfa. Intentando imitar este esṕıritu, proponemos un concepto de conjunto

de Julia para polinomios homogéneos y estudiamos la dinámica que generan. Esto nos permite

demostrar que la dinámica de los polinomios homogéneos puede ser bastante complicada.

Por otro lado, los espacios de Fréchet no normables pueden admitir polinomios homogéneos

hiperćıclicos. El primero en estudiar este problema fue Peris [77]. Naturalmente, el espacio donde

buscó el polinomio fue HpCq, que es una fuente histórica de ejemplos. Desafortunadamente hubo
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un error irreparable en su prueba. Luego, el mismo autor, exhibió un ejemplo de polinomio

homogéneo hiperćıclico en el espacio CN [78]. Más tarde, se presentaron otros ejemplos, en algunos

espacios de Köthe (incluyendo HpDq) [73] y en algunos espacios de funciones diferenciables sobre

la recta real [6].

El espacio HpCq ha sido una fuente histórica de operadores hiperćıclicos y creemos que es

importante exhibir ejemplos concretos y naturales de polinomios homogéneos hiperćıclicos en

HpCq. Cabe mencionar que en la actualidad no se comprende cuales son los espacios de Fréchet

no normables que admiten polinomios homogéneos hiperćıclicos. De hecho, el único argumento

conocido para demostrar que un espacio de Fréchet de dimensión infinita no admite un polinomio

homogéneo hiperćıclico es la existencia de la bola ĺımite en espacios normados.

En los últimos años hubo algunos intentos de extender la noción de órbita a operadores

multilineales. En este caso todav́ıa no existe un consenso unánime de la noción más adecua-

da de órbita inducida por un operador multilineal M : X ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ X Ñ X ya que no hay una

iteración natural de un operador multilineal. La primera noción de hiperciclicidad para los ope-

radores bilineales se debió a Grosse-Erdmann y Kim [56]. Dados vectores x, y P X definieron

inductivamente el enésimo estado inducido por x, y como los conjuntos M0px, yq “ tx, yu y

Mnpx, yq “ tMpx1, x2q : x1, x2 P Y
n´1
i“0 M

ipx, yqu. Finalmente, la órbita inducida por x, y es la

unión de los estados. El operador bilineal M se llama bihiperćıclico si existe alguna órbita sea

densa en X. Todav́ıa hay una noción de bola ĺımite. Si ambos vectores x, y P 1
}M}BX , entonces

toda la órbita está contenida en 1
}M}BX . A pesar de esta restricción, los autores lograron exhibir

operadores bilineales hiperćıclicos en cada espacio separable de Banach (incluso en el caso de

dimensión finita). Sin embargo, no lograron que el operador bilineal sea simétrico y la siguiente

pregunta fue planteada en [56] ¿Admite todo espacio de Banach de dimensión infinita y separable

un operador bilineal bihiperćıclico simétrico?

La definición de órbita para un operador multilineal no es canónica y hay otras interpreta-

ciones disponibles. Aśı como el estado enésimo de un operador 1-lineal depende solo del paso

anterior (es decir, xn “ T pxn´1q), podŕıa ser deseable que el estado enésimo de un operador m-

multilineal dependa de los m pasos anteriores. Con esto en mente e inspirados en la teoŕıa de las

ecuaciones en diferencias, Bès y Conejero [24] definieron inductivamente la órbita inducida por un

operador m-multilineal M con condiciones iniciales x´m`1, . . . , x0 como x1 “Mpx´m`1, . . . , x0q,

xn “ Mpx´m`n, . . . , xn´1q y OrbMtx´m`1, . . . , x0u “
Ť

ně´m`1txnu. El operador multilineal se

dice hiperćıclico siempre que alguna órbita sea densa en el espacio. Dado que la órbita en el

sentido de Bès y Conejero está contenida en la órbita en el sentido de Grosse Erdmann-Kim,

todo operador bilineal hiperćıclico es bihiperćıclico. De nuevo hay una noción de bola ĺımite: si

m-vectores consecutivos xm´1, . . . x0 pertenecen a }M}
1

1´mBX entonces toda la órbita pertenece

a }M}
1

1´mBX y tiende a cero. En [24] Bès y Conejero exhibieron ejemplos de operadores multili-

neales hiperćıclicos en algunos espacios Fréchet no normables y demostraron que todo espacio de

Fréchet infinito dimensional y separable admite un operador multilineal superćıclico. Sin embar-

go, no encontrararon ejemplos de un operador hiperćıclico multilineal en un espacio de Banach

ni un ejemplo de un operador hiperćıclico multilineal cuyo conjunto de vectores hiperćıclicos

ix



en X ˆ X ¨ ¨ ¨X no sea residual. Mostraremos que los vectores hiperćıclicos no necesariamente

son densos y que todo espacio de Banach de dimensión infinita y separable admite operadores

multilineales hiperćıclicos.

Contrariamente al caso homogéno los espacios de Banach śı pueden admitir polinomios hi-

perćıclicos (no homogéneos). Peris [79] notó esto por primera vez cuando demostró que el polino-

mio P : panqn Ñ ppan`1`1q2´1qn es caótico en `p. Luego se estudiaron otros ejemplos en [73]. En

[72] los autores demostraron que todo espacio complejo de Banach de dimensión infinita y sepa-

rable admite un polinomio hiperćıclico. Más recientemente, Bernardes y Peris [22] exhibieron una

amplia clase de espacios de Banach que admiten operadores caóticos, frecuentemente hiperćıclicos

y distribucionalmente caóticos. En particular, demostraron que todo espacio separable e infinito

dimensional, real o complejo, de Banach admite un polinomio hiperćıclico.

La tesis está dividida en dos partes. La primera parte (Caṕıtulos 2, 3 y 4) se dedica al estudio

de la dinámica de las aplicaciones no lineales homogéneas en espacios de dimensión infinita,

mientras que en la segunda parte (Caṕıtulos 5 y 6) estudiamos F-hiperciclicidad para dos familias

de números naturales relacionadas con la existencia de progresiones aritméticas arbitrariamente

largas en conexión con caos, y respondemos parcialmente una pregunta de Bonilla y Grosse-

Erdmann [33] sobre la caracterización de operadores caóticos en términos de F-hiperciclicidad.

Estos caṕıtulos se pueden leer independientemente de los demás. A continuación, resumimos el

contenido de cada caṕıtulo.

Caṕıtulo 1: Dinámica de aplicaciones homogéneas lineales y no lineales. Este caṕıtu-

lo es puramente expositorio e introduce las nociones y resultados que utilizaremos a lo largo de

toda la tesis. También presenta un resumen del estado del arte de la teoŕıa de la dinámica inducida

por un polinomio en un espacio de dimensión infinita.

Caṕıtulo 2: Órbitas de polinomios homogéneos en espacios de Banach. El caṕıtulo

está dedicado al estudio de órbitas de polinomios homogéneos en espacios de Banach. En par-

ticular, estamos interesados en explorar cuán grandes y complicadas son las órbitas que nunca

alcanzan la bola ĺımite. Introducimos una noción de conjunto de Julia asociada a cada polino-

mio homogéneo. De sus propiedades básicas deducimos que toda órbita es nunca densa. Damos

diferentes ejemplos de polinomios homogéneos que son hiperćıclicos restringidos a su conjunto

Julia. En particular, mostramos que el polinomio 2 homogéneo que actúa sobre `p definido como

P “ e11 ¨ B (donde B es el operador coshift) es al mismo tiempo débil hiperćıclico (hiperćıclico

restringido a la topoloǵıa débil), δ -hiperćıclico (la órbita interseca a toda bola de radio δ) y Γ

-superćıclico (Γ ¨ OrbP pXq es denso en X) para cada subconjunto Γ Ď C de modo que Γ sea no

acotado o tal que 0 es punto de acumulación de Γ. Además, reproducimos el fenómeno en espacios

de Banach arbitrarios separables e infinito dimensionales.

Caṕıtulo 3: Polinomios homogéneos hiperćıclicos en HpCq. Probamos que el polinomio

homogéneo f Ñ fp0q ¨ fp¨ ` 1q es mixing, caótico y frecuentemente hiperćıclico. La prueba sigue

una aplicación cuidadosa del Teorema de Runge. Por otro lado mostramos que el polinomio

fp0q ¨ f 1 no es hiperćıclico.

Caṕıtulo 4: Operadores bilineales hiperćıclicos en espacios de Banach. En este
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caṕıtulo estudiamos la clase de operadores multilineales hiperćıclicos en el sentido de Bès-Conejero

y en el sentido de Grosse Erdmann-Kim. Con respecto a hiperciclicidad en el sentido de Bès-

Conejero proponemos una noción de transitvidad para operadores multilineales y probamos que

esta noción es equivalente a que el operador sea hiperćıclico con conjunto de vectores denso en
m

hkkkkkkikkkkkkj

X ˆX ¨ ¨ ¨X. Luego damos diversos ejemplos de operadores bilineales hiperćıclicos en HpCq y `p

sin conjunto de vectores hiperćıclicos denso. Probamos que todo espacio de Banach de dimensión

infinita y separable admite un operador multilineal hiperćıclico.

Con respecto a hiperciclicidad en el sentido de Grosse Erdmann-Kim, aplicamos la noción de

conjunto de Julia desarrollada en el Caṕıtulo 2 para probar que todo espacio de Banach separable

y de dimensión infinita admite un operador bilineal hiperćıclico simétrico.

Los Caṕıtulos 5 y 6 pueden ser léıdos en forma independiente a los Caṕıtulos 2, 3 y 4.

Estudiamos F-hiperciclicidad lineal para dos familias de números naturales relacionadas con la

existencia de progresiones aritméticas arbitrariamente grandes en conexión a caos.

Por una progresión aritmética de longitud m, paso k y término inicial a nos referimos a un

conjunto de la forma

a` k, a` 2k, . . . a` pm´ 1qk.

Diremos que un conjunto de números naturales tiene progresiones aritméticas arbitrariamen-

te grandes (A P AP) siempre que podamos encontrar para cada longitud m una progresión

aritmética de longitud más grande que m contenida en A. Si exite k tal que dichas progresiones

tienen el mismo paso entonces diremos que A admite progresiones aritméticas arbitrariamente

grandes de paso fijo pA P AP˚q.
Caṕıtulo 5: Operadores AP-hiperćıclicos. Probamos que un operador es AP-hiperćıclico

si y sólo si es hiperćıclico y múltiplemente recurrente. Proponemos un criterio simple de AP-

hiperciclicidad que es implicado por el criterio fuerte de Kitai. Mostramos un ejemplo de un

operador que es AP-hiperćıclico pero no weakly mixing. Finalmente, respondemos una pregunta

de Costakis y Parissis [44] y probamos que todo espacio de Banach separable y de dimensión

infinita admite un operador AP-hiperćıclico (y luego múltiplemente recurrente).

Caṕıtulo 6: Operadores AP˚-hiperćıclicos. En este caṕıtulo estudiamos la relación entre

los operadores AP˚-hiperćıclicos, operadores con puntos periódicos densos y operadores caóticos.

El Teorema principal del caṕıtulo es que estas nociones son equivalentes para operadores ω˚-ω˚

continuos. Exhibimos un ejemplo de un operador coshift pesado en c0 que es AP˚-hiperćıclico pero

no caótico. Finalmente, probamos que los operadores AP˚-hiperćıclicos tienen espectro perfecto.

xi
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1.3.1. Órbitas de polinomios homogéneos en espacios normados . . . . . . . . . . 17
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4. Operadores multilineales hiperćıclicos en espacios de Banach 69
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Caṕıtulo 1

Dinámica de aplicaciones

homogéneas lineales y no lineales

Este caṕıtulo provee una introducción a la teoŕıa de los sistemas dinámicos en espacios de

dimensión infinita. Introduciremos las definiciones clásicas en el contexto general de espacios

topológicos, luego abordaremos la teoŕıa lineal en espacios de dimensión infinita y finalmente

describiremos los avances recientes en la teoŕıa de los sistemas dinámicos no lineales en espacios

de dimensión infinita. El caṕıtulo es puramente expositorio y pretende introducir y motivar los

conceptos que usaremos durante toda la tesis.

Los espacios que consideraremos serán de Banach o Fréchet, en ambos casos separables y de

dimensión infinita. En esta tesis, la mayoŕıa de los resultados son válidos en el contexto de espacios

de Fréchet. Sin embargo, conocemos la validez de algunos resultados solo en el caso Banach.

En estos casos especificaremos el marco. Los objetos de estudio serán polinomios homogéneos,

operadores multilineales y operadores lineales actuando en X.

1.1. Sistemas dinámicos topológicos: preliminares y definiciones

básicas.

En esta sección presentamos las definiciones básicas sobre sistemas dinámicos que utilizaremos

en toda la tesis. Estudiaremos estas nociones en el contexto de X que es un espacio de Banach

o Fréchet y f es un operador lineal o un polinomio homogéneo (no lineal). Las motivaciones

principales provienen de la teoŕıa de los sistemas dinámicos, donde X es un espacio topológico y

f : X Ñ X es una aplicación continua. Referimos a [46] o [58] para una introducción sobre los

sistemas dinámicos.

Un sistema dinámico (discreto) es un par pX, fq dondeX es un espacio topológico y f : X Ñ X

es una función continua. A menudo llamaremos f (cuando X se da por sentado) o f : X Ñ X

un sistema dinámico.

Definición 1.1.1. Sea pX, fq sea un sistema dinámico. La órbita con estado inicial x0 es el

3



Caṕıtulo 1. Dinámica de aplicaciones homogéneas lineales y no lineales

conjunto Orbf px0q “ tf
npx0q : n P Nu, donde fn es la enésima iteración de f , fn “

n
hkkkkkikkkkkj

f ˝ f ¨ ¨ ¨ ˝ f

y f0 “ Id.

Estaremos particularmente interesados en sistemas dinámicos que tengan órbitas densas.

Definición 1.1.2. Una aplicación f : X Ñ X se dice hiperćıclica si existe x0 P X de modo que

Orbf px0q sea denso en X. Tal vector x0 se llama hiperćıclico. El conjunto de vectores hiperćıclicos

se denota por HCpfq.

Dado que el fenómeno de la hiperciclicidad solo ocurre en el caso separable, asumiremos que

X es separable. Una noción relacionada es transitividad.

Definición 1.1.3. Una aplicación f : X Ñ X se llama (topológicamente) transitiva siempre que

para cada par U, V de conjuntos abiertos no vaćıos haya un entero k tal que fkpUq X V no sea

vaćıo.

Por lo general, simplemente diremos que la ap mapa es transitivo. Si el espacio es métrico y

completo, el teorema de Baire implica que ambas nociones son equivalentes.

Teorema 1.1.4 (Teorema de transitividad de Birkhoff). Sea X un espacio métrico completo y

separable sin puntos aislados. Entonces f es hiperćıclico si y solo si es transitivo. Además, HCpfq

resulta un conjunto Gδ denso.

Definición 1.1.5. Diremos que una aplicación es mixing si para cualquier par de conjuntos no

vaćıos U, V existe n0 tal que para todo n ě n0, T´npV q X U no es vaćıo.

Definición 1.1.6. Dados conjuntos abiertos no vaćıos U, V , Nf pU, V q denotará el conjunto de

tiempos de recurrencia Nf pU, V q “ tn : U X f´npV qu y Nf px, V q :“ tn : fnpxq P V u. Cuando la

aplicación f se da por sentada, vamos a denotarlos NpU, V q y Npx, V q respectivamente.

Por lo tanto, mixing significa que NpU, V q es cofinito y la transitividad se traduce a que

NpU, V q no sea vaćıo, para cada U, V .

Definición 1.1.7. Si la aplicación f ‘ f : X ‘ X Ñ X ‘ X es transitiva, diremos que f es

weakly mixing.

Teorema 1.1.8. Sean X un espacio topológico y f una aplicación continua. Los siguientes

enunciados son equivalentes:

i) f es weakly mixing;

ii) para cada par de conjuntos abiertos no vaćıos U, V , NpU, V q contienen intervalos arbitra-

riamente largos y

iii) para cada par de conjuntos abiertos no vaćıos U, V , NpU, V q ´NpV,Uq “ N.
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1.1. Sistemas dinámicos topológicos: preliminares y definiciones básicas.

La condición de que f ‘ f sea transitiva es equivalente a NpU1, V1q X NpU2, V2q ‰ H para

cada par de conjuntos no vaćıos U1, U2, V1, V2. En particular, NpU, V q ‰ H para cada par pU, V q

y, por lo tanto, f es transitivo. Por otro lado, si f es mixing, entonces NpUj , Vjq es cofinito. Por

lo tanto,
Ş2
j“1NpUj , Vjq ‰ H y f es weakly mixing.

La última noción dinámica que presentaremos en esta sección es caos en el sentido de Devaney

[46, p.50]. Aunque no ha habido una definición universalmente aceptada de caos, la noción de

Devaney áısla tres conceptos como caracteŕısticas esenciales de caos. Según Devaney, para ser

caótico, una aplicación f debe ser transitiva, su conjunto de puntos periódicos debe ser denso y

debe tener una dependencia sensible de las condiciones iniciales.

Definición 1.1.9. Sea pX, fq un sistema dinámico donde X es un espacio métrico. Diremos que

x es un punto periódico de f siempre que haya un n tal que fnpxq “ x y diremos que f tiene

una dependencia sensible de las condiciones iniciales si existe δ tal que para todo x P X y cada

entorno V de x hay un y P V y n tal que dpfnpxq, fnpyqq ą δ.

Definición 1.1.10 (Definición de caos de Devaney). Sea que pX, fq un sistema dinámico donde

X es un espacio métrico y f es una aplicación continua. Diremos que f es caótico siempre que:

i) f es transitivo;

ii) f tiene puntos periódicos densos y

iii) f tiene una dependencia sensible de las condiciones iniciales.

Estas condiciones no son independientes. En particular, se ha demostrado en [9] que la condi-

ción iii) es redundante. Además, si la aplicación f es lineal, hiperciclicidad implica dependencia

sensible de las condiciones iniciales. Hay varias nociones desarrolladas de caos como caos en el

sentido de Auslander-Yorke [7], lo que significa que f es transitivo y tiene dependencia sensible de

las condiciones iniciales, caos en el sentido de Li-Yorke [70] (ver Definición 1.2.36), Block- Coppel

caos [30], caos distribucional [86] (ver Definición 1.2.38). Sin embargo, la definición de Devaney

es la más popular y nos referiremos a ella simplemente como caos.

Una técnica importante en la teoŕıa de sistemas dinámicos es la de cuasiconjugación. Permite

transferir principios dinámicos de un sistema dinámico pX, fq a pY, gq.

Definición 1.1.11. Diremos que un sistema dinámico pY, gq es quasiconjugado a pX, fq siempre

que haya una aplicación continua Φ : X Ñ X de rango denso tal que Φ ˝ f “ g ˝ Φ.

X
f //

Φ
��

Y

Φ
��

Y
g // Y

,

Cuando la aplicación φ es biyectiva con inversa continua, diremos que g se conjuga con f .

Proposición 1.1.12. Sean pX, fq, pY, gq sistemas dinámico tales que pY, gq es un cuasiconjugado

de pX, fq. Si f es weakly mixing, transitivo, caótico, mixing o hiperćıclico, entonces también lo

es g.
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Caṕıtulo 1. Dinámica de aplicaciones homogéneas lineales y no lineales

1.2. Sistemas dinámicos lineales

Según una opinión ampliamente sostenida, el caos está ı́ntimamente relacionado con la no

linealidad. La razón es que en espacios finito dimensionales la dinámica lineal se comporta de

manera predecible. De hecho, a través de la forma de Jordan, las iteraciones de un operador lineal

de dimensión finita se caracterizan por completo. Es solo en espacios de dimensión infinita cuando

ocurre el caos lineal. La primera evidencia de un operador hiperćıclico se remonta a 1929, cuando

Birkhoff [29] demostró la existencia de funciones enteras patológicas de una variable compleja

cuyas traslaciones aproximan a cualquier cualquier otra función compleja de manera uniforme en

conjuntos compactos. Por lo tanto, el operador de traslación constituye el primer ejemplo de un

operador lineal que tiene una órbita densa. Más tarde Mac Lane [71] en 1952 demostró el mismo

fenómeno para los operadores de diferenciación, y Rolewicz [82] en 1969 mostró que los múltiplos

de los operadores coshift tienen órbitas densas. Sin embargo, no fue después del Ph.D. de Kitai

[66] y el trabajo de Godefroy y Shapiro [49] cuando comenzó una investigación sistemática sobre

el caos lineal. No solo descubrieron una clase completamente nueva de operadores hiperćıclicos,

sino que propusieron aceptar la definición de caos de Devaney como la precisa para operadores

lineales. Luego también mostraron que los ejemplos clásicos de Birkhoff, Mac Lane y Rolewicz

son caóticos. Por otro lado, Kitai propuso un criterio general para los operadores hiperćıclicos

que cumple la mayoŕıa de los operadores hiperćıclicos (incluidos los tres ejemplos clásicos). El

criterio de Kitai se generalizó luego al criterio de hiperciclicidad, que es al d́ıa de hoy la técnica

más efectiva para demostrar que un operador es hiperćıclico.

La teoŕıa de sistemas dinámicos lineales ha experimentado un desarrollo dinámico en las

últimas décadas y se ha convertido en un área de investigación bastante activa. Como evidencia

de la madurez alcanzada en el área, mencionamos aqúı el Teorema de Ansari de que toda potencia

de un operador hiperćıclico es hiperćıclico, el Teorema de Bourdon-Feldman de que cada órbita

densa en algún lugar densa también es densa y el Teorema de Ansari-Bernal que en su forma

más general establece que cada espacio de Fréchet de dimensión infinita y separable admite un

operador mixing (y, por lo tanto, hiperćıclico). Por el contrario, ahora sabemos que hay espacios

de Banach reflexivos de dimensión infinita sin operadores caóticos.

El objetivo de esta sección es expositivo y pretende introducir la teoŕıa de los operadores

hiperćıclicos. Referimos a [13, 55, 58], y su referencia dentro para información adicional sobre

el tema. En esta sección, asumiremos que X es un espacio de Fréchet de dimensión infinita y

separable y que T es un operador lineal en X.

1.2.1. Operadores weakly mixing y el criterio de hiperciclicidad

La técnica más efectiva para demostrar que un operador es hiperćıclico es demostrar que

satisface el criterio de hiperciclicidad. Esta versión se debe a Bès [28] que refinó los criterios de

Kitai y Godefroy-Shapiro.

Definición 1.2.1. Sea X un espacio de Fréchet. Diremos que T satisface el criterio de hiperci-
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clicidad siempre que haya conjuntos densos X0, Y0 y funciones pSnkqk (no necesariamente lineal

o continua) de modo que

i) Tnkpxq Ñ 0 para todo x P X0;

ii) Snkpyq Ñ 0 para todo y P Y0 y

iii) TnkSnkpyq Ñ y para todo y P Y0.

Teorema 1.2.2. Sea X un espacio de Fréchet. Si T satisface el criterio de hiperciclicidad,

entonces es hiperćıclico.

Demostración. Mostraremos que T es transitivo. Sean U, V conjuntos abiertos y x P U X X0,

y P V XY0. Si consideramos x`Snkpyq, tenemos que para nk, x`Snkpyq P U y Tnkpx`Snkpyqq “

Tnkpxq ` TnkSnkpyq P V. Concluimos que T es transitivo.

Los operadores hiperćıclicos habituales satisfacen el criterio de hiperciclicidad. La razón es

que de hecho son weakly mixing. La siguiente caracterización de operadores weakly mixing fue

probada por Bès y Peris en [26].

Teorema 1.2.3. Sea X un espacio de Fréchet y T un operador lineal. Los siguientes enunciados

son equivalentes.

i) T satisface el criterio de hiperciclicidad;

ii) Hay una sucesión nk tal que para toda subsucesión mk de nk hay x P X tal que tTmkpxqu

es denso en X y

iii) T es weakly mixing.

Presentamos ahora los ejemplos clásicos debidos a Birkhoff, Mac Lane y Rolewicz.

Ejemplo 1.2.4. Los siguientes operadores son caóticos.

i) (Operador de Birkhoff) Sea X “ HpCq y τ1pfq “ fp¨ ` 1q;

ii) (Operador de Mac Lane) Sea X “ HpCq y Dpfq “ f 1 y

iii) (Operador de Rolewicz) Sea X “ `p o c0 y Tλ “ λB, donde |λ| ą 1 y B es el operador

coshift.

Para exhibir la efectividad del criterio de hiperciclicidad, mostraremos que el operador de

Birkhoff es caótico. Demostraremos que satisface el Criterio de Godefroy y Shapiro, que es un

caso particular del Criterio de hiperciclicidad.

Teorema 1.2.5 (Criterio de Godefroy y Shapiro). Sea T un operador lineal en un espacio de

Fréchet. Supongamos que X0 “ spantx : T pxq “ λx, con |λ| ă 1u y Y0 “ spantx : T pxq “

λx, con |λ| ą 1u son densos. Entonces T satisface el criterio de hiperciclicidad y, por lo tanto,

es hiperćıclico.
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Caṕıtulo 1. Dinámica de aplicaciones homogéneas lineales y no lineales

Con un esṕıritu similar tenemos un resultado para operadores caóticos.

Teorema 1.2.6. Sea T un operador lineal en un espacio de Fréchet. Entonces los puntos pe-

riódicos de T vienen dados por

PerpT q “ spantx : T pxq “ λx con λ P eiQπu.

Lema 1.2.7 (Aron Markose). Sea Γ Ď C de modo que Γ tenga un punto de acumulación.

Entonces spanpeγz : γ P Γq es denso en HpCq.

Prueba de la caoticidad de tau1. Los autovectores de τ1 están dados por eλ “ eλz. Por lo tanto,

si consideramos X0 “ spanteλ : |eλ| ă 1u, Y0 “ teλ : |eλ| ą 1u y Z0 “ spanteλ : |eλ| “ 1u se

sigue por el Lema de Aron Markose que estos conjuntos son densos en HpCq. Según el criterio de

Godefroy-Shapiro, el operador es hiperćıclico y es caótico debido al Teorema 1.2.6.

Otra herramienta efectiva para demostrar que un operador es weakly mixing es mostrar que

los vectores con órbitas acotadas son densos.

Teorema 1.2.8. Sea X sea un espacio de Fréchet y T un operador hiperćıclico de manera que

los vectores con órbitas acotadas son densos en X. Entonces T es weakly mixing.

Como un corolario inmediato obtenemos que los operadores caóticos son weakly mixing.

Corolario 1.2.9. Sean X un espacio de Fréchet y T un operador caótico. Entonces T weakly

mixing.

Uno de los principales problemas en la teoŕıa de los sistemas dinámicos lineales era determinar

si todo operador hiperćıclico satisface criterio de hiperciclicidad. El problema fue originalmente

planteado por Herrero [60] en la forma T ‘ T y respondido negativamente por De la Rosa y

Read [45]. Más tarde, Bayart y Matheron encontraron ejemplos en espacios de Banach y Fréchet

clásicos [12]. Además, construyeron ejemplos de operadores no weakly mixing con órbitas con

alto nivel de recurrencia [14], es decir, operadores de modo que Npx, Uq sea grande en un sentido

combinatorio aditivo.

1.2.2. Clases de operadores hiperćıclicos

Como una generalización del operador de Rolewicz λB en `p, podemos considerar operadores

coshift en espacios de Fréchet con base de Schauder.

Teorema 1.2.10. Sea X sea un espacio Fréchet con base tenun. Supongamos que el operador

coshift Bpenq “ en´1 está bien definido. Luego,

1. Los siguientes son equivalentes

a) B es hiperćıclico;

b) B es weakly mixing y
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c) hay una sucesión de números naturales pnkqk tal que enk Ñ 0.

2. Los siguientes son equivalentes

a) B es mixing y

b) en Ñ 0.

En cuanto a caos, tenemos un buen resultado para espacios que admiten una base incondi-

cional. Recordemos que que una base tenu se dice incondicional si siempre que
ř

n anen P X vale

que la serie
ř

n anen converge incondicionalmente.

Teorema 1.2.11 (Grosse-Erdman). Sea X un espacio de Banach con base incondicional tenu y

supongamos que el operador coshift Bpenq “ en1 está bien definido. Entonces los siguientes son

equivalentes

i) B es caótico;

ii)
ř8
n“1 en P X y

iii) B tiene un punto periódico no trivial.

Los operadores coshift no pesados en espacios pesados están relacionados con los operadores

coshift no pesados en espacios no pesados.

Dados los pesos pωnqn definimos el operador coshift pesado Bω como la extensión lineal de

Bωpenq “ ωnen´1. Dados los pesos pvnqn definimos el espacio ponderado

Xpvq :“

#

x :
8
ÿ

n“1

xnenvn P X

+

. (1.1)

Proposición 1.2.12. Sea X un espacio de Fréchet con base incondicional tenu y Bpenq “ en´1

un operador coshift bien definido en un espacio pesado Xpvq. Sea pωnqn la sucesión de pesos

ωn “
vn´1

vn
. Entonces pB,Xpvqq se conjuga a pBω, Xq bajo el isomorfismo lineal dado por Φ :

Xpvq Ñ X, Φpenq “ vnen.

Xpvq

xnvn
��

B // Xpvq

xnvn
��

X
B vn´1

vn

// X

Rećıprocamente dados pesos pωnqn consideramos pvnqn la sucesión de pesos vn “
śn
j“1 ω

´1
j .

Entonces pBω, Xq se conjuga con pB,Xpvqq bajo el factor lineal Φ : X Ñ Xpvq dado por Φpenq “
śn
j“1 ωj .

Demostración. Notar que Φ es un isomorfismo por definición y que

ΦpBpenqq “ vnen´1 “ Bωpvnenq “ BωpΦpenqq.

Para la rećıproca notar que si vn “
śn
j“1 ω

´1
j , entonces vn´1

vn
“ ωn.
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Como corolario inmediato obtenemos una caracterización de los operadores coshift en `p.

Corolario 1.2.13. Supongamos que Bω es un operador coshift bien definido pesado en `p o c0.

Los siguientes enunciados caracterizan hiperciclicidad, mixing y caos, respectivamente.

sup
n

n
ź

j“1

ωj “ 8;
n
ź

j“1

ωj Ñ8;

˜

n
ź

j“1

ω´1
j

¸

n

P `p.

Observación 1.2.14. Consideraremos los espacios `ppvq :“ tpxnq : xpnvn P `1u con norma }x} “
´

ř8
j“1 x

p
jvj

¯

1
p . Esta definición es ligeramente diferente a la dada anteriormente. Sin embargo, es

la más precisa para trabajar con `p. La conjugación de la Proposición 1.2.12 ahora viene dada

por Φ : `ppvq Ñ `p, Φpxnenq “ xnv
1
p
n en.

Como una generalización de los operadores Mac Lane y Birkhoff, podemos considerar opera-

dores de convolución.

Definición 1.2.15. Diremos que T : HpCq Ñ HpCq es un operador de convolución siempre que

T conmute con D.

Diremos que una función compleja ϕ “
ř8
j“0 ajz

j es de tipo exponencial si existen A,M tal

que |ϕpzq| ď AeM |z| para todo z P C.

Teorema 1.2.16. Sea T : HpCq Ñ HpCq un operador lineal. Los siguientes son equivalentes.

i) T es un operador de convolución;

ii) Tτ1 “ τ1T y

iii) hay una función compleja ϕ de tipo exponencial tal que T “ ϕpDq “
ř8
j“0 ajD

j .

En tal caso, T es caótico.

1.2.3. Otros resultados

A finales de los años 90, Ansari y Bernal demostraron independientemente que todo espacio

de Banach de dimensión infinita y separable e admite un operador hiperćıclico [2, 18]. Más tarde,

este resultado fue generalizado a espacios Fréchet no normables por Bonet y Peris [31].

Teorema 1.2.17. Sea X un espacio de Fréchet de dimensión infinita y separable. Entonces X

admite un operador mixing.

La estrategia de la prueba de los teoremas anteriores sigue dos resultados independientes

que son por si mismos interesantes. El primer paso fue dado por Salas [84] quien demostró que

cada operador del tipo Id ` Bω, donde Bω es un operador coshift pesado, es hiperćıclico en `1

(Véase también Teorema 5.1.12 para obtener una prueba de este resultado). Luego, utilizando

bases biortogonales de Markushevich, los autores probaron que cada espacio de Banach infinito y

10



1.2. Sistemas dinámicos lineales

separable admite un operador T que es cuasiconjugado a Id`B 1
n2

en `1. Bonet y Peris siguieron

este enfoque para exhibir en cada espacio de Fréchet un operador que es un cuasiconjugado de

algún Id`Bω en `1. Finalmente, la propiedad de ser mixing fue descubierta por Grivaux, quien

demostró que los operadores de Salas Id`Bω son mixing [53]

Nos centramos ahora en dos resultados basados en argumentos de conexión. Un ingrediente

clave de ambos Teoremas 1.2.19 y 1.2.20 es que el conjunto HCpT q siempre es conexo.

Proposición 1.2.18. Sea T un operador hiperćıclico en un espacio de Fréchet. Entonces HCpT q

es conexo.

Demostración. Sólo observar que si x P HCpT q, entonces, todo polinomio P , P pT qpxq también es

un vector hiperćıclico. Esto se deduce del hecho de que P pT q y T conmutan. Ahora observamos

que P pT qpxq Ď HCpT q Ď X. Como P pT qpxq es arcoconexo, deducimos que HCpT q es conexo.

El siguiente teorema fue probado por Ansari [1].

Teorema 1.2.19 (Ansari). Sea T un operador hiperćıclico en un espacio de Fréchet. Enton-

ces para todo natural p HCpT q “ HCpT pq. En particular, T es hiperćıclico si y solo si T p es

hiperćıclico.

Teorema 1.2.20 (Bourdon-Feldman). Sea T sea un operador en un espacio de Fréchet. Si

OrbT pxq es en algún lugar denso, es decir, si su clausura tiene interior no vaćıo, entonces toda

la órbita OrbT pxq es densa en X.

Los operadores Rolecwicz λB son hiperćıclicos para |λ| ą 1. Si |λ| ă 1, el operador no es

hiperćıclico porque tiene una norma inferior a uno. De esta propiedad se puede conjeturar que

λT es hiperćıclico siempre que T sea hiperćıclico y |λ| ě 1. Anti intuitivamente, esta propiedad

es falsa, ya que Badea, Grivaux y Müller demostraron en [8] que hay un operador hiperćıclico T

tal que 3T es hiperćıclico pero 2T no lo es. Por otro lado, el resultado es verdadero para |λ| “ 1.

Teorema 1.2.21 (León-Müller). Sean X sea un espacio de Fréchet y T un operador lineal. Si x

satisface que tn P N : tλTnpxq, λ P Tuu es denso en X, entonces x es un vector hiperćıclico para

todo λ P T. En particular, tenemos que HCpλT q “ HCpT q para todo λ P T.

1.2.4. Nociones adicionales en dinámica lineal

Operadores frecuentemente hiperćıclicos

En las últimas décadas se prestó atención a hiperciclicidad frecuente. Bayart y Grivaux intro-

dujeron la noción de hiperciclicidad frecuente en [10], donde buscaron vectores hiperćıclicos que

visitan “con frecuencia” cada conjunto abierto U . Diremos que un subconjunto de los números

naturales tiene densidad inferior positiva siempre que

denspAq :“ ĺım inf
n

#tk ď n : k P Au

n
ą 0.
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Equivalentemente densA ą 0 si y sólo si hay una constante C tal que para todo n, #tk ď n : k P

Au ą Cn. Diremos que una función continua f es frecuentemente hiperćıclica si hay un vector

x tal que para cada conjunto abierto U el conjunto Npx, Uq tiene densidad inferior positiva.

Los operadores frecuentemente hiperćıclicos comparten propiedades comunes con los operadores

caóticos. Los siguientes teoremas son bastante naturales y fueron probados por Grosse-Erdmann

y Peris [57] y Shkarin [88]. Ver también Teorema 6.2.3 para una pequeña versión modificada del

segundo resultado.

Teorema 1.2.22. Sea X un espacio de Fréchet y T un operador frecuentemente hiperćıclico.

Entonces T es weakly mixing.

Teorema 1.2.23. Sea X un espacio de Banach y T un operador frecuentemente hiperćıclico.

Entonces su espectro no tiene puntos aislados. En particular, hay espacios de Banach reflexivos

sin operadores frecuentemente hiperćıclicos.

Por otro lado, hay operadores frecuentemente hiperćıclicos que no son caóticos [11] y ope-

radores caóticos que no son frecuentemente hiperćıclicos [75]. Recientemente, Menet construyó

un operador inversible frecuentemente hiperćıclico cuya inversa no es frecuentemente hiperćıclica

[76].

1.2.5. Familias de Furstenberg y F-hiperciclicidad

Como una generalizción de operadores hiperciclicidad frecuente podemos considerar operado-

res hiperćıclicos cuyos conjuntos de recurrencia NT px, Uq sean grandes en un sentido combinato-

rio.

Una familia F Ď PpNq se dice una Familia de Furstenberg si A Ď B y A P F , entonces

B P F . Dada una familia de Furstenberg F , diremos que T es F -hypercyclic, siempre que exista

un x P X tal que para todo conjunto abierto U , NT px, Uq :“ tn : Tnpxq P Uu P F . Tal x se llama

un vector F-hiperćıclico.

En esta tesis consideraremos varias nociones de F-hiperciclicidad:

1. Decimos queA tiene densidad inferior positiva (oA P D) si denspAq :“ ĺım infn # tkďn:kPAu
n ą

0 y decimos que un operador es frecuentemente hiperćıclico si T es D-hiperćıclico.

2. Decimos que A tiene densidad superior positiva (o A P Fud) si ĺım supn # tkďn:kPAu
n ą 0 y

decimos que un operador es U-frecuentemente hiperćıclico si T es Fud-hiperćıclico.

3. Decimos que A tiene densidad de Banach positiva (o A P Fbd) si ĺımn ĺım supk
#AXrk,k`ns

n ą

0 y decimos que un operador es reiterativamente hiperćıclico si T es Fbd-hiperćıclico.

Recordemos que una progresión aritmética de longitud m` 1 (m P N), con diferencia común

k P N y término inicial a P N es un subconjunto de N de la forma ta, a` k, a` 2k, . . . , a`mku.

(4) Denotaremos a la familia formada por los números naturales que contienen progresiones

aritméticas arbitrariamente largas como AP.
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1.2. Sistemas dinámicos lineales

(5) Denotaremos a la familia de números naturales que contienen progresiones aritméticas ar-

bitrariamente largas de una diferencia común fija k, para algún k P N como AP˚.

Decimos que una familia de Furstenberg es upper siempre que H R F y F se pueda escribir

como
ď

δPD

Fδ, con Fδ “
č

mPM

Fδ,m,

donde M es numerable y tal que las familias Aδ,m y Fδ cumplan

cada Fδ,m cumple que si A P Fδ,m y hay un conjunto finito F tal que F XA Ď B, entonces

B P Fδ,m;

Fδ es uniformemente invariante, es decir, si A P F entonces existe un δ tal que para todo

n, A´ n P Fδ.

Ejemplo 1.2.24. Las familias F‰H, Fud,Fbd son upper mientras que D no (ver [33] ).

La familia AP resulta upper: tomar Aδ “ AP y Fm la familia de subconjuntos con progresiones

aritméticas de longitud superior a m.

La familia AP˚ también es upper: en este caso tomamos pAP˚qn la familia de subconjuntos que

tienen progresiones aritméticas arbitrariamente largas con paso fijo n y pAP˚qn la intersección

de las familias pAP˚qn,m de subconjuntos que tienen progresiones aritméticas de paso fijo n con

longitud m.

Bonilla y Grosse Erdmann demostraron un teorema de transitividad para las familias upper.

Teorema 1.2.25 (Bonilla-Grosse Erdmann [33]). Supongamos que F es una familia upper y T

es un operador lineal en un espacio separable de Fréchet. Entonces los siguientes son equivalentes:

1. Para todo conjunto abierto V existe δ tal que para todo conjunto abierto U existe x P U con

NT px, Uq P Fδ.

2. Para todo conjunto abierto V existe δ tal que para todo U y m hay un x P U con NT px, Uq P

Fδ,m.

3. El conjunto de puntos F-hiperćıclicos es residual.

4. T es F-hiperćıclico.

Superciclicidad

En 1972, Hilden y Wallen [62], que trabajaban en clases de operadores ćıclicos, introdujeron

la noción de operadores superćıclicos.

Definición 1.2.26. Diremos que un operador es superćıclico siempre que exista un vector x tal

que C ¨OrbT pxq sea denso en X.
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Todo operador hiperćıclico es superćıclico y hay operadores superćıclicos que no son hiperćıcli-

cos, por ejemplo, el operador coshift en `p. En el mismo art́ıculo, Hilden y Wallen notaron que,

en el caso complejo, el fenómeno de superciclicidad solo puede ocurrir en el caso de dimensión

infinita o en dimensión 1. Veinte años después, Hezog [61] generalizo el resultado al caso real.

Teorema 1.2.27. Sea X espacio real y separable de Fréchet. Entonces X admite un operador

superćıclico si y solo si X es de dimensión infinita o dimpXq ď 2.

Proposición 1.2.28. Supongamos que pX, fq, pY, gq son sistemas dinámicos de modo que g se

n cuasiconjuga a f . Si f es superćıclico, entonces g es superćıclico.

Recientemente Charpentier, Ernst y Menet generalizaron la noción de superciclicidad a sub-

conjuntos arbitrarios de los números complejos [39]. Dado un subconjunto Γ Ď C, definieron la

noción de Γ-superciclicidad.

Definición 1.2.29. Sea Γ Ď C y T operadores lineales en un espacio Fréchet. Diremos que un

operador es Γ-superćıclico, siempre que haya un vector x P X tal que Γ ¨ OrbT pxq sea denso en

X.

Por lo tanto, superciclicidad se lee como C-superciclicidad e hiperciclicidad como t˚u-superciclicidad.

El Teorema de León-Müller 1.2.21 se puede leer en un sentido de superciclicidad Γ. Establece

que un operador lineal en un espacio Fréchet es T-hiperćıclico si y sólo si es hiperćıclico.

En su trabajo, los autores estudiaron los subconjuntos Γ Ď C para los cuales Γ-superciclicidad

y implica hiperciclicidad para todo operador lineal T . Los siguientes teoremas se probaron en [39].

Como en el Teorema de Léon-M üller, la prueba se basa en teoremas elementales de topoloǵıa

algebraica.

Teorema 1.2.30. Sea X un espacio de Fréchet.

1. Γ ¨ OrbT pxq denso implica OrbT pxq denso para todo operador lineal T si y sólo si Γ no es

vaćıo, es acotado y alejado del cero;

2. Γ ¨ OrbT pxq en algún lugar denso implica OrbT pxq denso en X si y sólo si Γ no es vaćıo,

acotado, alejado del cero y ΓT tiene interior vaćıo.

δ-hiperciclicidad

En [48] Feldman introdujo la noción de órbita δ-densa para operadores lineales en espacios

de Banach.

Definición 1.2.31. Sea X un espacio de Banach y f una aplicación continua. Diremos que una

órbita Orbf pxq es δ-densa siempre que haya un número positivo δ para el cual cada vector y

satisface que }y ´OrbT pxq} ă δ.

Definición 1.2.32. Diremos que una función es δ-hiperćıclica siempre que exista una órbita

δ-densa .
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Si la función es un operador lineal, Feldman demostró que δ-hiperciclicidad es equivalente a

hiperciclicidad.

Proposición 1.2.33. Sea X un espacio de Banach y T un operador lineal. Si T es δ-hiperćıclico,

entonces es hiperćıclico.

A pesar del hecho de que cada operador hiperćıclico δ es hiperćıclico, no se sigue que cada

órbita δ-densa sea densa en todas partes. El siguiente teorema debido a Feldman busca condiciones

para garantizar esta propiedad.

Teorema 1.2.34. Supongamos que T es un operador lineal en un espacio de Banach y supon-

gamos que hay un conjunto δ- denso D, un vector u P X, un número d ą 0 y una aplicación

S : D Ñ D de modo que las siguientes propiedades son verdaderas:

i) }Tnpxq ´ u} ě d y }Snpxq ´ u} ě d para todo n P N y x P D;

ii) Tnpxq Ñ 0 y Snpxq Ñ 0 para todo x P D y

iii) TS “ Id en D.

Luego, para todo ε ą 0 existe xε de modo que OrbT pxεq es ε-densa pero no es densa en todo el

espacio.

Caos en el sentido de Li-Yorke, caos distribucional y vectores irregulares.

La noción de vector irregular fue considerada por primera vez por Beauzamy en [15]. Recor-

demos que si A Ď N, las densidades inferior y superior se definen como

denspAq :“ ĺım inf
n

#tj ď n : j P Au

n
y denspAq :“ ĺım sup

n

#tj ď n : j P Au

n
.

Definición 1.2.35. Decimos que un vector x es irregular para T si

ĺım sup
n

}Tnpxq} “ 8y ĺım inf
n

}Tnpxq} “ 0.

Más en general, decimos que un vector x es distribucionalmente irregular si existe una sucesión

de números naturales A “ pnkqk y B “ pmkqk de modo que denspAq “ denspBq “ 1 y tal que

ĺımk }T
nkpxq} “ 0 y ĺımk }T

mkpxq} “ 8.

Los vectores irregulares están relacionados con la noción de caos en el sentido de Li-Yorke.

Definición 1.2.36. Sea X un espacio métrico. Decimos que una aplicación f : X Ñ X es caótica

en el sentido de Li-Yorke, siempre que exista un conjunto no numberable Γ Ď X tal que para

cada par de vectores x, y en Γ tenemos que

ĺım sup
n

dpfnpxq, fnpyqq “ 8 and ĺım inf
n

dpfnpxq, fnpyqq “ 0.

En este caso, decimos que Γ es un conjunto scramble y x, y un par de Li-Yorke.
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La existencia de un vector irregular para un operador lineal garantiza que el operador sea

Li-Yorke caótico [16].

Teorema 1.2.37 (Bermudez, Bonilla, Martinez-Giménez y Peris). Sean X un espacio de Banach

y T : X Ñ X un operador lineal. Los siguientes son equivalentes:

i) T admite un vector irregular;

ii) T admite un par Li-Yorke y

iii) T es Li-Yorke caótico.

De manera similar, los vectores distribucionales están relacionados con caos distribucional.

Definición 1.2.38. Sea X un espacio métrico. Decimos que una aplicación f es distribucional-

mente caótico siempre que exista un conjunto no numerable Γ contenido en X y ε ą 0 de modo

que para todo τ ą 0 y todo x, y en Γ,

densptj : dpf jpxq, f jpyqq ă τuq “ 1 y densptj : dpf jpxq, f jpyqq ă εuq “ 0.

Teorema 1.2.39. Sea X un espacio de Banach. Si T admite un vector distribucionalmente

irregular, entonces T es distribucionalmente caótico. Rećıprocamente si T es distribucionalmen-

te caótico y los vectores tales que Tnpxq Ñ 0 son densos en X, entonces T admite un vector

distribucionalmente irregular.

Finalizamos la sección con un resultado de existencia.

Definición 1.2.40. Decimos que un subespacio cerrado Y Ď X es (distribucional) irregular si

todo vector distinto de cero de y es (distribucional) irregular.

Ciertamente, una subespacio (distribucional) irregular es un conjunto (distribucional) scram-

ble.

Teorema 1.2.41. Sea X un espacio de Banach de dimensión infinita y separable. Entonces X

admite un operador hiperćıclico y distributivamente caótico que admite un subespacio distribucio-

nal.

1.3. Sistemas dinámicos polinomiales en espacios de dimensión

infinita

Como una extensión natural de la teoŕıa lineal, uno puede estudiar órbitas de operadores

homogéneos (no lineales) o polinomios. El primer resultado en esta dirección se debió a Bernardes

[21], donde demostró que ningún polinomio homogéneo (no lineal) en un espacio de Banach puede

ser hiperćıclico. De su resultado, se puede deducir que asociado a cada polinomio homogéneo hay

una bola (en adelante la bola ĺımite) que es invariable bajo la acción del polinomio. Además,
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cualquier órbita que entre en la bola ĺımite converge a 0. Quizás este resultado fue una de las

razones por las cuales la teoŕıa de la dinámica polinómica homogénea ha tenido un desarrollo

mucho menor que la contraparte lineal. Sin embargo, el comportamiento de las órbitas inducidas

por un polinomio homogéneo puede ser altamente no trivial y está lejos de ser entendido.

Definición 1.3.1. Sea X un espacio de Fréchet. Diremos que P : X Ñ X es un polinomio

homogéneo m siempre que haya un operador A -multilineal A tal que P pxq “ Ap

m
hkkkkikkkkj

x, x, . . . , xq. En

términos más generales, diremos que P es un polinomio (no necesariamente homogéneo) si P es

una suma finita de polinomios homogéneos.

Denotaremos PpmXq al espacio de polinomios m-homogéneos. Además los polinomios m-

homogéneos son aplicaciones homogéneos m, es decir, P ptxq “ tmP pxq. Si el espacio es Banach,

entonces el espacio PpmXq se convierte naturalmente en un espacio de Banach bajo la norma

}P } “ sup}x}ď1 }P pxq}.

Una de las dificultades que surgen al calcular la órbita de un polinomio m-homogéneo es que

las iteraciones de un polinomio m-homogéneo ya no son m-homogéneas sino mn homogéneas.

Esto se sigue fácilmente por inducción ya que

Pnptxq “ P pPn´1ptxqq “ P ptm
n´1

Pn´1pxqq “ ptm
n´1
qmPnpxq “ tm

n´1¨mPnpxq “ tm
n
Pnpxq.

1.3.1. Órbitas de polinomios homogéneos en espacios normados

Bernardes descubrió la primera obstrucción en la búsqueda de polinomios homogéneos hi-

perćıclicos en [21], donde demostró que ningún espacio normado puede admitir un polinomio

homogéneo hiperćıclico (no lineal). Proporcionamos una versión ligeramente modificada de su re-

sultado (ver también cite [Lemma 1.2] Ued94 para una resultado finito dimensional relacionado).

Proposición 1.3.2. Supongamos que X es un espacio normado y P un polinomio homogéneo no

lineal y que rP “
1

}P }
1

1´m
. Entonces P prPBXq Ď BrP . Además, Pnpxq Ñ 0 para todo x enrPBX .

Demostración. Sea x P rPBX . Es suficiente mostrar que }P pxq} ď rP . De hecho,

}P pxq} ď }P }}x}m ď }P }}P }
m

1´m “ }P }
1

1´m “ rP .

Ahora si x P rPBX , entonces explotando la mn homogeneidad de Pn obtenemos que,

}Pnpxq} “

›

›

›

›

Pn
ˆ

rP
}x}

}x}

rP
x

˙›

›

›

›

ď

ˆ

}x}

rP

˙mn ›
›

›

›

P

ˆ

rP
x

}x}

˙›

›

›

›

ď

ˆ

}x}

rP

˙mn

rP Ñ 0.

Definición 1.3.3. Dado un espacio de Banach X y un polinomio homogéneo P , diremos que rP

es el radio ĺımite de P y que rPBX es la bola ĺımite de P .

Corolario 1.3.4. Ningún polinomio homogéneo de grado ě 2 definido en un espacio normado

puede ser hiperćıclico.
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A pesar de este hecho restrictivo, Bernardes mostró la existencia de órbitas que oscilan entre

la bola ĺımite y el infinito. También demostró que cada espacio de Banach infinito dimensional y

separable admite un polinomio homogéneo superćıclico.

Proposición 1.3.5 (Bernardes). Para cada m existe un polinomio homogéneo P P Ppm`2q y un

vector y P `2 tal que

ĺım sup
n

}Pnpyq} “ `8 and ĺım inf
n

}Pnpyq} “ rP .

Teorema 1.3.6 (Bernardes). Sea X un espacio de Banach de dimensión infinita y separable.

Entonces, para cualquier m ą 0 X admite un polinomio superćıclico homogéneo m.

Más recientemente, Peris, Kim y Song [64, 65] demostraron que todo espacio de Banach sepa-

rable y de dimensión mayor que uno admite polinomios homogéneos numéricamente hiperćıclicos

. Kim, Peris y Song introdujeron recientemente la noción de hiperciclicidad numérica en [64] para

operadores lineales. Una aplicación F : X Ñ X se llama numéricamente hiperćıclica siempre

que haya vectores x P SX y x˚ P SX˚ de modo que x˚pxq “ 1 y tal que la órbita numérica

NorbF px, x
˚q :“ tx˚Fnpxq : n P N0u es densa en C.

1.3.2. Polinomios homogéneos hiperćıclicos en espacios de Fréchet

Si el espacio es de Fréchet no normable entonces el espacio puede soportar polinomios ho-

mogéneos hiperćıclicos. El primero en buscar este fenómeno fue Peris en [77]. Naturalmente, el

espacio donde lo buscaba era HpCq. El polinomio que pensó que era hiperćıclico era

P :
ÿ

jě0

aj
zj

j!
Ñ

ÿ

jě0

amj`1

zj

j!
. (1.2)

Desafortunadamente hubo un error en su prueba y el polinomio no fue continuo. Luego buscó

en el espacio CN, el espacio de sucesiones dotado con la topoloǵıa de la convergencia puntual,

donde logró encontrar un polinomio hiperćıclico homogéneo [78].

Teorema 1.3.7 (Peris). Sea X “ CN. Entonces el polinomio homogéneo

P : xn Ñ xmn`1 (1.3)

es caótico.

Después de este resultado aparecieron otros ejemplos positivos. En [73] Martinez- Giménez

y Peris estudiaron los espacios de Köthe donde el operador coshift a la potencia emésima hi-

perćıclico. Notar que los polinomios definidos en (1.2) y (1.3) son casos particulares de este tipo

de polinomios.

Definición 1.3.8. Una matriz infinita aj,k se llama matriz de Köthe si para todo j, k, 0 ď aj,k ď

aj,k`1 y para todo j existe k para el cual aj,k ą 0. Dada una matriz de Köthe A definimos `ppAq y

c0pAq como los espacios de Fréchet `ppAq :“ tpxjqj : para cada k xj ¨aj,k P `pu con las seminormas

dadas por ρkpxq “ }xj ¨ aj,k}p. De forma análoga, definimos c0pAq.
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1.3. Sistemas dinámicos polinomiales en espacios de dimensión infinita

Ejemplos de espacios de Köthe son CN, HpCq y HpDq.

Teorema 1.3.9 (Martinez-Giménez y Peris). Sea paj,kqj,k matriz de Köthe P P Ppmp`P pAqq
el polinomio dado por P pxnq “ xmn`1.

i) Entonces P es continuo si y solo si

@k Dn ą k tal que sup
jPN

aj,k
amj,n

ă 8.

ii) Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1) P tiene un punto periódico distinto de cero;

2) para cada k P N la sucesión paj,kqj P `p;

3) `8 Ď `ppAq canónicamente y

4) P es caótico.

Este teorema proporciona una amplia clase de ejemplos de espacios no normables que admiten

un polinomio homogéneo hiperćıclico. Al considerar A una matriz tal que por cada k exista jpkq

tal que aj,k “ 0 para todo j ą k recuperamos el Ejemplo 1.2 en CN y considerando aj,k “ e f´jk

tenemos que HpDq admite un polinomio homogéneo hiperćıclico.

Aron y Miralles dieron otro ejemplo positivo de un polinomio homogéneo hiperćıclico [6] en

los espacios CpkRq.

Teorema 1.3.10 (Aron-Miralles). Sea X “ CCp
k zRq, el espacio de k -funciones diferenciables

en la recta real. Entonces, para cada m P N, el polinomio P pfqpzq “ fpz ` 1qm es caótico.

Este teorema parece proporcionar un candidato natural para que un polinomio homogéneo

sea caótico en el espacio de funciones complejas HpCq. Sin embargo, como veremos en el caṕıtulo

3, la rigidez de las funciones holomorfas impone varias restricciones y evita la hiperciclicidad de

τm1 en HpCq.

1.3.3. Polinomios hiperćıclicos

Si el polinomio no es homogéneo, un espacio de Banach puede admitir polinomios hiperćıclicos.

Esto fue observado por primera vez por Peris [79] donde demostró primero que el polinomio

P pxq “
`

px2 ` 1q2 ´ 1, px3 ` 1q2 ´ 1, . . .
˘

es caótico en `p y luego estudió los polinomios P pxq “

pppx2q, ppx3q, ppx4q, . . .q, donde p : C Ñ C es un polinomio fijo tal que pp0q “ 0. Encontró una

sorprendente conexión entre el conjunto de Julia de p y la dinámica inducida por P .

Dada una función compleja f P HpCq, entonces el conjunto Fatou de F es el conjunto

Ff :“ tz : la familia tfn : n P Nu es normal en un entorno de zu.
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Caṕıtulo 1. Dinámica de aplicaciones homogéneas lineales y no lineales

El conjunto de Julia de f es el conjunto Jf :“ CzFf . Un punto k -periódico z se llama repelente

siempre que |f pkqpzq| ą 1. Los siguientes teoremas aclaran la conexión entre los conjuntos de Julia

y los puntos repelentes y la importancia de Jf .

Teorema 1.3.11. Sea f P HpCq. Entonces Jf “ tz : z es un punto fijo repelente de fu y f :

Jf Ñ Jf es transitivo.

Teorema 1.3.12. Sean p : C Ñ C un polinomio tal que pp0q “ 0 y P P Pp`pq dado por

P pxq “ pppx2q, ppx3q, . . .q. Entonces,

i) P es caótico en el sentido de Auslander y Yorke si y solo si 0 pertenece al conjunto de Julia

de p y

ii) si 0 es un punto fijo repelente de P , entonces P es (Devaney) caótico.

Después de este resultado, Martinez-Giménez y Peris estudiaron los espacios de Köthe para

los cuales el polinomio P pxq “ ppx2 ` 1qm ´ 1, px3 ` 1qm ´ 1, . . .q es hiperćıclico y caótico [73] y

luego demostraron que todo espacio complejo de Banach separable e infinito dimensional admi-

te un polinomio hiperćıclico [72]. Más recientemente, Bernardes y Peris estudiaron polinomios

que tienen un componente muy lineal [22]. Esto les permitió exhibir polinomios frecuentemente

hiperćıclicos y polinomios distribucionalmente caóticos.

Teorema 1.3.13. Sea X un espacio infinito dimensional (complejo o real) de modo que admita

un operador lineal T que satisfaga una de las siguientes propiedades: es hiperćıclico, es caótico,

es frecuentemente hiperćıclico, es distributivamente caótico. Entonces X admite un polinomio P

(dependiendo de T ) que satisface la misma propiedad. En particular, todo espacio de Fréchet de

dimensión infinita y separable admite un polinomio hiperćıclico.
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Caṕıtulo 2

Órbitas de polinomios homogéneos

en espacios de Banach

En este caṕıtulo estudiaremos órbitas de polinomios homogéneos (no lineales) en espacios de

Banach. Ninguna órbita inducida por un polinomio homogéneo en un espacio de Banach puede

ser densa, debido a que cualquier órbita que interseca a la bola ĺımite tiende a cero. Sin embargo el

comportamiento de las órbitas contenidas en el complemento de la bola ĺımite puede ser no trivial.

Evidencias de este hecho son los resultados de Bernardes [21], que probó la existencia de órbitas

que oscilan entre la bola ĺımite e infinito y la existencia de polinomios homogéneos superćıclicos.

Más recientemente Kim, Peris y Song [64, 65] probaron que todo espacio de Banach separable y

de dimensión más grande que 2 admite un polinomio homogéneo numericamente hiperćıclico.

Es natural entonces preguntarse que tan grandes y complicadas pueden ser las órbitas que

nunca intersecan a la bola ĺımite. Por ejemplo, podemos plantear la existencia de órbitas que im-

pliquen alguna propiedad débil de hiperciclicidad. En particular, podemos formular las siguientes

preguntas:

(i) El Teorema de Bourdon-Feldman (Teorema 1.2.20 ) establece que una órbita inducida por

un operador lineal que es en algún lugar densa es en realidad densa ¿Existen polinomios

homogéneos con órbitas en algún lugar densas?

(ii) Feldman mostró que si un operador lineal es δ-hiperćıclico para algún δ ą 0 (i.e. un operador

con una órbita que interseca a cualquier bola de radio δ) entonces es hiperćıclico ( Teorema

1.2.33) ¿ Existen polinomios homogéneos δ-hiperćıclicos en espacios de Banach?

(iii) ¿Hay polinomios homogéneos débil hiperćıclicos?

(iv) Recientemente, Charpentier, Ernst y Menet [39] caracterizaron los conjuntos Γ Ă C para

los cuales todo operador Γ-superćıclico (i.e. operadores T tal que Γ ¨ OrbT pxq es denso

para algún x) es hiperćıclico ¿Para que conjuntos Γ Ă C existen polinomios homogéneos

Γ-superćıclicos?
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Caṕıtulo 2. Órbitas de polinomios homogéneos en espacios de Banach

Para estudiar estas preguntas proponemos una noción de conjunto de Julia asociada a poli-

nomios homogéneos en espacios de Banach. De sus propiedades elementales deducimos que toda

órbita inducida por un polinomio homogéneo es nunca densa. Deducimos entonces que la respues-

ta a (i) es negativa. Luego, un estudio cuidadoso del conjunto de Julia de un polinomio homógeneo

muy simple como en `p, que es el producto entre el coshift y un funcional, nos permite probar

que el polinomio es δ-hiperćıclico, débil hiperćıclico y Γ-superćıclico para cualquier conjunto Γ

que es no acotado o tal que 0 no es punto de acumulación de Γ. Más aún estas propiedades

son realizadas por la misma órbita. Finalmente, probamos también que tal polinomio existe en

cualquier espacio de Banach separable y de dimensión infinita.

Los contenidos de este caṕıtulo están basados en el trabajo [37].
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2.1. Conjuntos de Julia para polinomios homogéneos en espacios de Banach

2.1. Conjuntos de Julia para polinomios homogéneos en espacios

de Banach

Una propiedad distintiva de la dinámica inducida por una función holomorfa en el plano

complejo es que podemos separar al dominio en dos conjuntos completamente invariantes: El

conjunto de Julia, que es cerrado, no vaćıo, perfecto, con comportamiento caótico ( y luego

donde la dinámica interesante ocurre) y el conjunto de Fatou, que es abierto con comportamiento

regular. A lo largo de los años aparecieron muchas generalizaciones a varias variables y no hay

un concenso uniforme de la correcta definición de conjunto de Julia en este contexto.

Recordemos que si P es un polinomio homogéneo en un espacio de Banach X, entonces

llamamos rP “ }P }
1

1´m al radio ĺımite y rPBX es la bola ĺımite. Si una órbita interseca a la

bola ĺımite, entonces nunca se va de ella y se ve forzada a tender a cero. Esto nos permite

separar naturalmente al sistema dinámico en dos sistemas diferentes. Por un lado tenemos AP :“
Ť

ně0 P
´nprPBXq “ tx P X : Pnpxq Ñ 0u. Este conjunto es claramente abierto, P -invariante

y es por definición la base de atracción del 0. Por otro lado tenemos su complemento, AcP “

tx : }Pnpxq} ě rP @n ě 0u. Este conjunto es cerrado y es también P -invariante. Proponemos la

siguiente definición.

Definición 2.1.1. El conjunto de Julia asociado a un polinomio homogéneo P en un espacio

normado es el conjunto JP :“ BAP .

Como muestra el siguiente resultado, cualquier órbita con dinámica interesante yace en el

conjunto de Julia.

Proposición 2.1.2. Sea P un polinomio m-homogéneo en un espacio normado. Si x R JP

entonces ó bien ĺımPnpxq “ 8 ó ĺımPnpxq “ 0.

Demostración. Sea x R JP y supongamos que Pnpxq Û 0. Entonces x R AP y en consecuencia

hay un 0 ă t ă 1 con tx R AP . Esto implica por la Proposición 1.3.2 que, para cualquier n,

}Pnptxq} ě rP . Conclúımos que }Pnpxq} “ 1
tmn
}Pnptxq} ě 1

tmn
rP Ñ8.

Notemos que, en particular, los vectores periódicos y órbitas con puntos de acumulación tienen

que pertenecer a JP .

En el contexto de operadores lineales, un vector irregular es un vector que satisface ĺım infn }T
npxq} “

0 mientras ĺım supn }T
npxq} “ 8, ver [15, 16, 20]. Estas condiciones son incompatibles para po-

linomios homogéneos no lineales en espacios de Banach. En vista de la Proposición 1.3.2, resulta

natural proponer la siguiente definición de vector irregular para polinomios homogéneos. Notemos

que cualquier vector irregular debe pertenecer a JP .

Definición 2.1.3. Decimos que un vector es irregular para un polinomio homogéneo P si ĺım infn }P
npxq} “

rP y ĺım supn }P
npxq} “ 8.

Podemos considerar también la base de atracción del infinito. Definimos RP como el conjunto

abierto maximal tal que cualquier órbita tiende en norma a 8, esto es, RP “ tx P X : existe r ą

23



Caṕıtulo 2. Órbitas de polinomios homogéneos en espacios de Banach

0 tal que }Pnpyq} Ñ 8 para cualquier y P Brpxqu. Por definición RP es abierto y contenido en

AP
c
.

Proposición 2.1.4. Sea P un polinomio m-homogéneo en un espacio normado X. Entonces, X

es la unión disjunta de AP , JP y RP .

Demostración. Es suficiente probar que pAcP q
˝ “ RP . Como RP es abierto y RP X AP “ H

tenemos que RP Ď pA
c
P q
˝. Rećıprocamente, si x P pAcP q

˝, existe un ε ą 0 con Bεpxq X AP “ H.

Sea y P Bεpxq, por la proposición anterior ó bien Pnpyq Ñ 0 ó }Pnpyq} Ñ 8. Como y R AP ,

Pnpyq Ñ 8. Luego x P RP .

El sistema dinámico inducido por un operador lineal T y λT pueden llegar a ser completamente

diferentes. En efecto, si }λT } ă 1 entonces cualquier órbita tiende a 0 mientras que T puede

admitir órbitas densas. Éste no es el caso para polinomios homogéneos. El mismo fenómeno

ocurre para operadores bilineales (ver [56]).

Proposición 2.1.5. Sea P un polinomio m-homogéneo, m ą 1. Entonces para cualquier λ ‰ 0,

λP es conjugado a P bajo un isomorfismo lineal.

Demostración. Sea λ
1

m´1 cualquier 1
m´1 -ráız de λ. El siguiente factor sirve, φpxq “ 1

λ
1

m´1
x. En

efecto,

λP

ˆ

x

λ
1

m´1

˙

“
λ

λ
m
m´1

P pxq “
1

λ
1

m´1

P pxq.

El conjunto de Julia es preservado por conjugación si el factor es un isomorfismo lineal.

Lema 2.1.6. Sean Q y P polinomios homogéneos tal que Q es conjugado a P v́ıa un isomorfismo

lineal. Entonces φpAP q “ AQ, φpJP q “ JQ, φpRP q “ RQ.

Demostración. Como φ es un isomorfismo, es suficiente probar que φpAP q Ď AQ y φpRP q Ď RQ.

Sea x P AP , luego }Qnpφpxqq} “ }φpPnpxqq} ď }φ}}Pnpxq} Ñ 0. Tenemos entonces que φpxq P

AQ. Consideremos ahora x0 P RP , y sea ε1 ą 0 tal que }Pnpxq} Ñ 8 para todo x P Bε1px0q. Sea

ε ą 0 tal que φ´1pBεpφpx0qq Ď Bε1px0q. Luego para y P Bεpφpx0qq, }Q
npyq} “ }Qnpφpφ´1pyqqq} “

}φpPnpφ´1pyqqq}, y entonces }Qnpyq} Ñ 8 porque φ es un isomorfismo y φ´1pyq P Bε1px0q.

Corolario 2.1.7. Sea P un polinomio m-homogéneo, m ą 1 y λ ‰ 0. Entonces JλP “
1

λ
1

m´1
JP .

Lema 2.1.8. Si x P AP entonces tx P AP para todo |t| ď 1, si x P RP entonces tx P RP para

todo |t| ě 1.

Demostración. Sea x P AP y |t| ď 1. Entonces }Pnptxq} ď }Pnpxq} Ñ 0. En consecuencia tenemos

que tx P AP . Supongamos ahora que x P RP Y |t| ě 1. Existe ε ą 0 tal que }Pnpyq} Ñ 8 para

todo y P Bεpxq. Sea y P Bεtptxq, luego
›

›

›

y

t
´ x

›

›

›
ď ε y }Pnpyq} ě }Pn

´y

t

¯

} Ñ 8.
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2.1. Conjuntos de Julia para polinomios homogéneos en espacios de Banach

El siguiente resultado muestra que el conjunto de Julia de un polinomio homogéneo comparte

algunas de las propiedades del conjunto de Julia asociado a funciones holomorfas en el plano

complejo.

Proposición 2.1.9 (Propiedades de JP ). Sea P un polinomio homogéneo no lineal. El conjunto

de Julia JP satisface las siguientes propiedades:

i) es cerrado con interior vaćıo;

ii) es P -invariante;

iii) es perfecto;

iv) JPn “ JP .

Demostración. i) Esto es claro ya que JP es la frontera de un conjunto abierto.

ii) Notemos primero que y P AP si y sólo si P pyq P AP . Luego, si x P JP entonces P pxq

no pertenece a AP . Por otro lado, existe panqn Ď AP tal que an Ñ x. Luego P panq pertenece

también a AP y P panq Ñ P pxq. Tenemos encontonces que P pxq P JP .

iii) Notemos que si x P JP entonces λx P JP para todo |λ| “ 1.

iv) Es suficiente mostrar que APn “ AP . Claramente si P kpxq Ñ 0 entonces pPnqkpxq Ñ 0

y luego AP Ď APn . La rećıproca se sigue gracias a la existencia de la bola ĺımite (Proposición

1.3.2). Si Pnkpxq Ñ 0 entonces OrbPnpxq interseca a la bola ĺımite de P y luego Pnpxq tiende a

cero.

En contraste con el caso unidimensional, el conjunto de Julia puede ser vaćıo. En efecto, si

P P Pp2`2; `2q es definido como P pxq “ px2
2, x

2
3, x

2
4, . . .q, entonces Pnpxq Ñ 0 para todo x P `2.

Luego AP “ `2 y JP “ RP “ H.

Proposición 2.1.10 (Bernardes). Sea P P Pp2`pq, P pxq “ px2
2, x

2
3, . . .q. Entonces Pnpxq Ñ 0

para cualquier x P `p.

Demostración. Sea n0 tal que |xn| ă 1 para todo n ě n0. Entonces para todo n ě n0 tenemos

que }Pnpxq} ď }pxjqjěn`1}p Ñ 0.

Un conjunto A es completamente invariante via P si P pAq Ď A y P´1pAq Ď A. El con-

junto de Julia de un polinomio homogéneo no tiene porque ser completamente invariante, como

mostraremos en el Ejemplo 2.2.21. Por otro lado, bajo ciertas condiciones sobre P , JP resulta

completamente invariante.

Proposición 2.1.11. Sea P P PpmX;Xq. Si P es abierto o si RP “ H entonces JP es comple-

tamente invariante.

Demostración. Sea x P X tal que P pxq P JP . Supongamos que x R JP . Tenemos entonces que

x P AP o x P RP . Si x P AP , Pnpxq Ñ 0 y luego P pxq P AP . Si RP “ H esto implica que x P JP .
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Caṕıtulo 2. Órbitas de polinomios homogéneos en espacios de Banach

Si RP ‰ H y x P RP , hay un ε ą 0 tal que }Pnpyq} Ñ 8 para todo y P Bεpxq. Como P es

abierto, P pBεpxqq es un entorno abierto de P pxq y Pnpzq Ñ 8 para todo z P P pBεpxqq y luego

P pxq P RP .

Como JP tiene interior vaćıo, podemos deducir un corolario simple pero al mismo tiempo

importante, que implica una respuesta negativa a la pregunta (i) planteada en la introducción.

Corolario 2.1.12. Sea X un espacio normado, y P P PpmX;Xq, m ě 2. Los siguientes conjuntos

son nunca densos: toda órbita inducida por P , el conjunto formado por los vectores irregulares,

el conjunto formado por los vectores periódicos.

Demostración. Los vectores periódicos e irregulares están contenidos en el conjunto de Julia, que

es nunca denso. Para que una órbita sea en algún lugar densa, no puede tender ni a infinito ni a

cero. Luego tiene que pertenecer al conjunto de Julia, que tiene interior vaćıo.

Es natural preguntarse que tan grande puede ser el conjunto de Julia (o la clausura de una

órbita). Sabemos que no contiene puntos interiores. En la siguiente subsección veremos algunos

ejemplos de conjuntos de Julia, pero veamos primero que ningún multiplo de la esfera ĺımite

puede estar contenido en el conjunto de Julia. Para ello necesitaremos el siguiente resultado.

Proposición 2.1.13. Sea P un polinomio m-homogéneo y sea z P JP tal que tz P JP con

0 ă |t| ă 1. Entonces Pnpzq Ñ 8. En consecuencia si x P X, y P OrbP pxq y 0 ă |t| ă 1, entonces

ty no es un punto de acumulación de OrbP pxq.

Demostración. Si tz P JP entonces }Pnptzq} ě rP para todo n P N. Luego,

}Pnpzq} “
1

|t|mn
}Pnptzq} ě

rP
|t|mn

Ñ8.

Para la última afirmación, supongamos lo contrario. Se sigue que y P OrbP pxq Ă JP . Como JP

es cerrado, ty P JP . Luego, Pnpyq Û 8. Esto es una contradicción ya que ty es un punto de

acumulación de OrbP pyq.

Veremos en la próxima sección (Observación 2.2.18) que es posible que una órbita de un punto

y se acumule en ty con |t| ě 1 (Veremos de hecho un ejemplo que se acumula en todo tal múltiplo)

Corolario 2.1.14. Sea P un polinomio m-homogéneo y sea s ‰ rP “ }P }´
1

m´1 . Entonces

sSX Ę JP . En particular, sSX no esta contenido en la clausura de ninguna órbita de P .

Demostración. Para s ă rP el resultado es consecuencia de la Proposición 1.3.2. Supongamos

que existe s ą rP tal que sSX Ă JP . Por la Proposición 2.1.13, si }z} ą s entonces Pnpzq Ñ 8.

Luego t}z} ą su Ă RP , y como JP es invariante, P psBXq Ă sBX .

Como sm´1}P } “ sm´1

rm´1
P

ą 1, existe un x0 P SX con }P } ă sm´1}P }}P px0q}. Luego,

}P psx0q} ą
sm

sm´1}P }
}P } “ s,

que es una contradicción.
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2.1. Conjuntos de Julia para polinomios homogéneos en espacios de Banach

En la última proposición fue importante que s ‰ rP , y no es cierta para s “ rP . En efecto,

tenemos el siguiente ejemplo simple: sea X “ `n8 “ pCn, } ¨ }8q y P : X Ñ X el polinomio

2-homogéneo definido como P pz1, . . . , znq “ pz2
1 , . . . , z

2
nq. Como }P } “ 1, la esfera ĺımite es la

esfera unitaria y es muy fácil mostrar que coincide con JP . Si n “ 1, el polinomio es P pzq “ z2

definido en C. En este ejemplo trivial JP “ T, y más aún P |T es el ”doubling map” en el toro, que

es mixing y luego tiene órbitas densas. No sabemos si hay un ejemplo no trivial de un espacio de

Banach complejo X y un polinomio homogéneo P en X teniendo una órbita densa en su esfera

ĺımite. Notar que tal polinomio tiene que satisfacer que rPSX “ JP es completamente invariante

(y luego para todo x P X, }P pxq} “ }P }}x}m) y que P |rPSX es transitivo.

2.1.1. Ejemplos de conjuntos de Julia

En el siguiente ejemplo, el conjunto de Julia contiene un hiperespacio af́ın.

Ejemplo 2.1.15. Sea X un espacio de Banach de dimensión infinita. Tomemos ϕ P X˚ y x0 tal

que ϕpx0q “ 1. Como Kerpϕq es un espacio de Banach de dimensión infinita, por [2, 18] existe

un operador hiperćıclico T : Kerpϕq Ñ Kerpϕq. Definimos P P PpmX;Xq como

P pxq “ ϕpxqmx0 ` ϕpxq
m´1T px´ ϕpxqx0q.

Luego JP “ Tx0 ‘Kerpϕq y P |JP es transitivo.

Demostración. Comenzamos estudiando AP y RP . Sea x “ λx0 ` y con λ P C y y P Kerpϕq.

Luego

Pnpxq “ λm
n
x0 ` λ

mn´1Tnpyq. (2.1)

Si |λ| ă 1 tenemos que }Pnpxq} ď |λ|m
n
}x0}` |λ

mn´1|}T pyq}n Ñ 0. Luego AP Ď tx : |ϕpxq| ă 1u.

Consideremos ahora en X la siguiente norma equivalente }x}8 :“ máxt|ϕpxq|}x0}, }x ´

ϕpxqx0}u. Por el Lemma 2.1.6, RP , AP y JP son invariantes v́ıa normas equivalentes. El con-

junto tx : |ϕpxq| ą 1u es abierto y, por (2.1), si |ϕpxq| ą 1 entonces }Pnpxq}8 Ñ 8. Concluimos

que tx : |ϕpxq| ą 1u Ď RP , y tx : ϕpxq P Tu “ BAP “ JP .

Finalmente veamos que P |Tx0‘Kerpϕq es transitivo. Recordemos que para cualquier conjunto

abierto W Ď T, existe un n0 tal que T ĎWmn para todo n ě n0. Sean U y V conjuntos abiertos

en Tx0 ` Kerpϕq. Considerando la norma } ¨ }8 en X, podemos suponer que U “ pU1, U2q,

V “ pV1, V2q con U1, V1 Ď Tx0, U2, V2 Ď Kerpϕq, siendo todos ellos conjuntos abiertos. Sea

n0 P N tal que T Ď Um
n´1

1 para todo n ě n0. Debido a que T es transitivo, hay un n1 ą n0 P N
con V2 X T

n1pU2q ‰ H.

Notemos que por (2.1),

Pn1pU1 ˆ U2q “ tλ
mn1x0 ` λ

mn1´1Tn1pyq : λx0 P U1, y P U2u “ Tx0 ˆ TTn1pU2q.

Luego, Pn1pU1 ˆ U2q X V1 ˆ V2 ‰ H.
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Caṕıtulo 2. Órbitas de polinomios homogéneos en espacios de Banach

Bernardes probó en [21, Theorem 2] que si X es un espacio de Banach separable e infinito

dimensional entonces X admite un polinomio homogenéneo no lineal que es superćıclico.

Notemos que el hecho de que P |Tx0‘Kerpϕq sea transitivo implica en particular que P es

superćıclico (además R`-superćıclico, ver [17]). Más aún, usando [31], tal polinomio se puede

construir en cualquier espacio de Fréchet separable de dimensión infinita. Luego hemos dado una

prueba simple y una extensión de [21, Theorem 2].

Proposición 2.1.16. Sean m ě 2 y X un espacio de Fréchet separable e infinito dimensional.

Entonces X admite un polinomio m-homogéneo que es R`-superćıclico.

Observación 2.1.17. El estudio de la dinámica de los polinomios homogéneos está estrechamente

relacionado con el estudio de las iteraciones de aplicaciones holomorfas y meromorfas en espacios

proyectivos. Cada aplicación meromorfa en Pk admite un levantado en Ck`1 que es un polinomio

homogéneo. Más aún, un polinomio homogéneo en Ck`1 es superćıclico si y sólo si su aplicación

asociada en el espacio proyectivo tiene una órbita densa en Pk. El primer ejemplo de tal aplicación

fue construido por Làttes en P1 y esto puede también ser realizado en Pk, ver [47]. Luego,

conocemos también la existencia de polinomios homogéneos superćıclicos en espacios de dimensión

finita.

Decimos que una aplicación f : X Ñ X definida en un espacio métrico es distribucionalmente

caótica si existe un conjunto no contable Γ Ď X y ε ą 0 tal que para todo τ ą 0 y todos x, y P Γ

tenemos que

ĺım sup
n

1

n
#t0 ď i ď n´ 1 : dpf ipxq, f ipyqq ă τu “ 1

ĺım inf
n

1

n
#t0 ď i ď n´ 1 : dpf ipxq, f ipyqq ă εu “ 0.

Si tal conjunto Γ es un subespacio cerrado, entonces decimos que Γ es un subespacio distri-

bucional irregular. La noción de caos distribucional fue introducida por Schweizer y Smital en

[86] para espacios métricos, pero tiene sentido considerla para operadores lineales en espacios de

Banach y de Fréchet. Fue de hecho considerada por varios autores, ver por ejemplo [16, 23, 20].

Los primeros en estudiar polinomios distribucionalmente caóticos fueron Bernardes y Peris en

[22], donde probaron (entre otros resultados) que todo espacio de Banach, separable y de dimen-

sión infinita, admite un polinomio (no-homogéneo) distribucionalmente caótico con un subespacio

distribucional irregular denso. Como todo espacio de Banach, separable e infinito dimensional,

admite un operador lineal con un subespacio distribucional irregular denso (ver [16, Theorem

35]), el Ejemplo 2.1.15 nos permite probar que todo espacio de Banach, separable y de dimensión

infinita, admite un polinomio homogéneo que es distribucionalmente caótico.

Proposición 2.1.18. Sea X un espacio de Banach separable y de dimensión infinita. Entonces

X admite un polinomio homogéneo de grado arbitrario que es distribucionalmente caótico y que

tiene un subespacio af́ın distribucional irregular que es denso en un hiperespacio af́ın.
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2.1. Conjuntos de Julia para polinomios homogéneos en espacios de Banach

Bernardes en [21, Proposition 5] mostró un ejemplo de un polinomio homogéneo P con un

vector irregularx0. En su ejemplo,OrbP px0q no tiene puntos de acumulación y más aún, la sucesión

p}Pnpx0q}qn es una sucesión no acotada de números positivos cuyo único punto de acumulación

es rP . A continuación, presentaremos un ejemplo de un polinomio homogéneo de norma 1 ( y

luego rP “ 1), con un vector irregular x tal que OrbP pxq es un hiperespacio af́ın que interseca a

la esfera ĺımite, y luego t}Pnpxq} : n P Nu “ rrP ,8q.

Ejemplo 2.1.19. Sea P el polinomio m-homogéneo definido en el Ejemplo 2.1.15. Tomemos

m “ 2, X “ `1, x0 “ e1, ϕ “ e11, y T : Kerpϕq ” `1pNě2q Ñ `1pNě2q el operador hiperćıclico

p1` εqB, donde B es el coshift en `1pNě2q y 0 ă ε ă 1.

Entonces }P } “ 1 y JP “ Te1 `Kerpe
1
1q.

Como P |JP es transitivo, existe una órbita cuya clausura contiene un hiperespacio af́ın que

interseca a la clausura de la bola ĺımite. En particular existe un vector irregular x tal que

t}Pnpxq} : n P Nu es r1,8q “ rrP ,8q.

Demostración. Debemos probar solamente que }P } “ 1, ya que las otras afirmaciones fueron

probadas en el Ejemplo 2.1.15.

Sea x P S`1 y supongamos que x “ λe1 ` γ, donde γ P Kerpe11q y |λ| ` }γ}1 “ 1. Luego

}P pxq}1 “ |λ
2| ` |λ|}p1` εqBppγnqq}1 ď |λ|

2 ` p1` εq|λ|}ppγnqnq}1,

y λ` }pγnqn}1 “ 1.

Tenemos entonces que }P } es menor o igual al máximo de la función fps, tq “ s2 ` p1` εqst

restringida a s` t “ 1, s ě 0 y t ě 0. Como 0 ă ε ă 1, este máximoo es 1.

Por otro lado, P pe1q “ e1, y luego }P } “ 1.

Es posible también construir polinomios m-homogéneos análogos en X “ `p, 1 ă p ă 8, si

m ą p1` εqp.

En [78] fue mostrado que el polinomio definido como el coshift a la m potencia, actuando

en el espacio (no normable) de Fréchet CN es caótico (ver también [73]). En `p (p ă 8) o c0 la

dinámica de este polinomio es trivial ya que toda órbita tiende a 0, i.e. AP es todo el espacio

y el conjunto de Julia es vaćıo. El siguiente ejemplo analiza este polinomio en el espacio de las

sucesiones convergentes.

Ejemplo 2.1.20. Tomemos X “ c el espacio de sucesiones convergentes y consideremos el

polinomio m-homogéneo definido como el coshift a la m potencia, esto es, P pxqj “ xmj`1. Entonces

AP “ tpajqj : | ĺımj aj | ă 1u, JP “ tpajqj : | ĺımj aj | “ 1u, RP “ tpajqj : | ĺımj aj | ą 1u y P |JP es

transitivo.

Demostración. Observemos primero que }P } “ 1 “ rP .

Sea panqn P c con L “ | ĺım an| ă 1. Sea n0 P N tal que |an| ă δ ă 1 para todo n ě n0.

Entonces }Pnppanqnq}8 ď δm
n
Ñ 0. Esto implica que tpajqj : | ĺımj aj | ă 1u Ď AP . Similarmente

RP Ď tpajqj : | ĺım aj | ą 1u. Finalmente como tpajqj : | ĺım aj | “ 1u Ď BAP se sigue que

JP “ tpajqj : | ĺım aj | “ 1u.
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Caṕıtulo 2. Órbitas de polinomios homogéneos en espacios de Banach

Probemos ahora que P |JP es transitivo. Notemos que A :“ ta ` eiθ1 : a P c00, θ P r0, 2πsu es

denso en JP , donde 1 es el vector con coordenadas r1si “ 1 para todo i.

Sean U , V conjuntos abiertos y v ` eiθ21 P V X A. Sea ε ą 0 con Bεpv ` e
iθ2q Ď V . Como la

aplicación Φ : TÑ T, Φpeiθq “ emiθ induce un sistema dinámico mixing, existe un u`eiθ11 P UXA

tal que la Φ-órbita de eiθ1 es densa en T. Supongamos que u “
řN
k“1 ukek y v “

řN
k“1 vkek.

Para todo 0 ‰ a P C y n P N consideramos a
1
n una 1

n -ráız de a de modo que a
1
n Ñ 1, cuando

nÑ8. Existe entonces n0 ą N tal que para todo n ě n0, el vector xn pertenece a U , donde

xn :“
N
ÿ

k“1

puk ` e
iθ1qek `

n
ÿ

k“N`1

eiθ1ek `
N`n
ÿ

k“n`1

pvk´ne
´iθ2 ` 1q

1
mn eiθ1ek `

8
ÿ

k“N`n`1

eiθ1ek.

Luego

}Pnpxnq ´ v ´ e
iθ21}8 “ }

N
ÿ

k“1

pvke
´iθ2 ` 1qeiθ1m

n
ek `

8
ÿ

k“N`1

eiθ1m
n
ek ´ v ´ e

iθ21}8

“ }

N
ÿ

k“1

vkpe
´iθ2Φnpeiθ1q ´ 1qek `

8
ÿ

k“1

pΦnpeiθ1q ´ eiθ2qek}8

ď p}v}8 ` 1q|Φnpeiθ1q ´ eiθ2 |.

Por la elección de θ1 podemos tomar n ě n0 tal que |Φnpeiθ1q ´ eiθ2 | es arbitrariamente chico, de

modo que Pnpxnq pertenece a V .

2.2. Polinomios homogéneos δ-hiperćıclicos, debil hiperćıclicos

y Γ-superćıclicos

Ningún polinomio homogéneo en un espacio de Banach puede ser hiperćıclico. Es natural

entonces preguntarse si pueden satisfacer una noción débil de hiperciclicidad. En esta sección

mostraremos un ejemplo simple de un polinomio homogéneo que es al mismo tiempo δ-hiperćıclico,

débil hiperćıclico y Γ-superćıclico para todo Γ Ď C que es no acotado o que 0 es punto de

acumulación de Γ. Recordemos algunas definiciones básicas.

Sea X un espacio de Banach. Decimos que un conjunto A Ď X es δ-denso para δ ą 0 si

se cumple que para todo x P X existe a P A tal que }x ´ a} ă δ. Decimos que una aplicación

P : X Ñ X es δ-hiperćıclico si existe x tal que OrbP pxq es δ-denso en X. En este caso, diremos

que x es un vector δ-hiperćıclico para P .

Este fenómeno fue estudiado por N. Feldman en [48] en el contexto de operadores lineales en

espacios de Banach. Alĺı probó que un operador lineal es hiperćıclico si y sólo si es δ-hiperćıclico.

Una aplicación P : X Ñ X es débil hiperćıclica si existe x P X tal que OrbP pxq es densa

con respecto a la topoloǵıa débil. Como la topoloǵıa inducida por la norma es más fuerte que

la topoloǵıa débil, es claro que toda aplicación hiperćıclica es débil hiperćıclica mientras que la

rećıproca es falsa. En [38] los autores encontraron el primer ejemplo de un operador que es débil

hiperćıclco pero no hiperćıclico.

30



2.2. Polinomios homogéneos δ-hiperćıclicos, debil hiperćıclicos y Γ-superćıclicos

También consideraremos la noción de Γ-superciclicidad. Si Γ Ď C, diremos que una aplicación

P : X Ñ X es Γ-superćıclica si existe x P X (llamado vector Γ-superćıclico) tal que Γ ¨OrbP pxq

es denso en el espacio. En el caso particular en el que Γ “ C o Γ es un singleton recuperamos

las nociones de superciclicidad e hiperciclicidad respectivamente. Un resultado importante de

Γ-superciclicidad, para Γ “ T, se debe a León Saavedra y Müller [68], donde probaron que

un operador lineal es T-superćıclico si y sólo si es hiperćıclico. Extenderemos este resultado a

polinomios homogéneos en espacios de Fréchet arbitrarios en la Proposición 2.2.7. El caso en el

que Γ “ R` el fenómeno es también llamado positivamente superćıclico (ver [17, 83]). Para Γ

general, el concepto de Γ-superciclicidad fue recientemente introducido por Charpentier, Ernst

y Menet en [39]. Ellos probaron que, para operadores lineales, los conjuntos Γ Ď C tales que Γ-

superciclicidad es equivalente a hiperciclicidad son exactamente los conjuntos Γ que son acotados

y tales que 0 no es punto de acumulación de Γ.

Todo espacio de Banach separable y de dimensión infinita admite un polinomio homogéneo

superćıclico (ver [21] o Proposición 2.1.16), pero ningún polinomio homogéneo puede ser hi-

perćıclico. En otras palabras esto quiere decir que hay polinomios homogéneos C-superćıclicos

mientras que ningún polinomio homogéneo es t˚u-superćıclico. Es natural entonces preguntarse

para que conjuntos Γ Ď C es posible encontrar polinomios homogéneos Γ-superćıclicos en espacios

de Banach.

2.2.1. Observaciones sobre δ-hiperciclicidad

Notemos que si x es un vector δ-hiperćıclico, entonces x P JP . En efecto, en caso contrario

Pnpxq Ñ 8 o Pnpxq Ñ 0 contradiciendo la δ-densidad de OrbP pxq.

Si RP ‰ H, observemos que RP contiene bolas de radio arbitrariamente grande. En efecto,

si Bεpyq Ď RP entonces B|t|εptyq Ď RP para todo |t| ą 1. Podemos encontrar entonces bolas de

radio arbitrariamente grande que no intersecan a JP . Como todo vector δ-hiperćıclico pertenece

a JP , se sigue que el polinomio no es δ-hiperćıclico, y entonces tenemos lo siguiente.

Observación 2.2.1. Si RP ‰ H entonces P no es δ-hiperćıclico.

Proposición 2.2.2. Sean X,Y espacios de Banach, F : X Ñ X y G : Y Ñ Y aplicaciones

continuas tales que G es cuasiconjugado de F via un operador linear Φ : X Ñ Y . Si F es

δ-hiperćıclico entonces G es pδ}Φ} ` εq-hiperćıclico para todo ε ą 0.

X

Φ
��

F // X

Φ
��

Y
G // Y

Demostración. Sean x un vector δ-hiperćıclico para F y ε ą 0. Sea y P Y y tomemos x0 P X tal

que }Φpx0q ´ y} ă ε. Como x es un vector δ-hiperćıclico, existe l ą 0 tal que }F lpxq ´ x0} ă δ .
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Caṕıtulo 2. Órbitas de polinomios homogéneos en espacios de Banach

Entonces,

}GlΦpxq ´ y} “ }ΦF lpxq ´ y} ď }ΦF lpxq ´ Φpx0q} ` }Φpx0q ´ yq}

ď δ}φ} ` ε.

2.2.2. Observaciones sobre débil hiperciclicidad

Las órbitas que pertenecen a RP tienden a infinito rápido. Esto fuerza a que la órbita sea

débil cerrada y luego las órbitas en RP están lejos de ser débil densas.

Proposición 2.2.3. Sea x R JP . Entonces OrbP pxq es un conjunto cerrado débil.

Para la prueba vamos a necesitar el siguiente resultado, que se puede encontrar en [13, Pro-

posición 10.1].

Proposición 2.2.4. Si existen constantes k ą 0 y C ą 1 tal que }xn} ě kCn, entonces txn : n P

Nu es débil cerrado.

Prueba de la Proposición 2.2.3. Si x P AP , Pnpxq Ñ 0 y luego tPnpxq : n P Nu es cerrado débil.

Si x P RP , hay un t ą 1 tal que x
t P RP . Entonces }Pnpxq} “ tm

n
}Pnpxt q} ě tm

n
rp. Utilizando la

proposición de arriba concluimos que OrbP pxq.

Corolario 2.2.5. Sea x un vector débil hiperćıclico para un polinomio homogéneo. Entonces

x P JP .

Es sabido que los polinomios homogéneos no son necesariamente débil-débil continuos y luego

pP, pX,ωqq no es verdaderamente un sistema dinámico. Sin embargo la propiedad de ser débil

hiperćıclico es preserveda bajo quasiconjugación siempre y cuando el factor Φ es débil-débil

continuo y Φ tiene rango débil denso.

Proposición 2.2.6. Sean X,Y espacios de Fréchet, P P PpmX;Xq, Q P PpmY ;Y q y Φ : X Ñ Y

una aplicación débil-débil continua con rango débil denso tal que Q es quasiconjugado de P bajo

el factor lineal Φ.

X

Φ
��

P // X

Φ
��

Y
Q // Y

Si P es débil hiperćıclico entonces también lo es Q.

Demostración. Sea x P X un vector hiperćıclico para P . Como OrbP pxq
ω
“ X y Φ es débil-débil

continuo con rango débil denso, tenemos que Y “ ΦpOrbP pxqq
ω
“ OrbQpΦpxqq

ω
.
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2.2. Polinomios homogéneos δ-hiperćıclicos, debil hiperćıclicos y Γ-superćıclicos

2.2.3. Observaciones y ejemplos sobre Γ-superciclicidad

Recordemos que los conjuntos Γ Ď C tal que todo operador Γ-superćıclico es hiperćıclico

son los conjuntos Γ tal que Γ es acotado y tal que 0 no es punto de acumulación de Γ [39].

Generalizamos este resultado a polinomios homogéneos en espacios de Fréchet.

Proposición 2.2.7. Sea X un espacio de Fréchet y Γ Ď C acotado tal que 0 no es punto de

acumulación de Γ. Si P es un polinomio homogéneo Γ-superćıclico, entonces P is hiperćıclico.

En particular, si X es un espacio de Banach entonces ningún polinomio homogéneo es Γ-

superćıclico para Γ acotado y tal que 0 no es punto de acumulación de Γ.

Demostración. Probaremos que P es transitivo. Sean U, V conjuntos abiertos y tomemos x P U

un vector Γ-superćıclico. Luego, hay sucesiones pnkqk Ă N, pθkqk Ă r0, 2πq y prkqk Ă Rą0 tal que

rke
iθk P Γ y rke

iθkPnkpxq P V para todo k P N. Notemos que r
1

mnk

k e
iθk
mnk xÑ x y luego r

1
mnk

k e
iθk
mnk x

pertenece eventualmente a U . Por otro lado tenemos que Pnkpr
1

mnk

k e
iθk
mnk xq “ rke

iθkPnkpxq P V

para todo k P N. Concluimos que P es transitivo.

Tenemos también el siguiente resultado.

Observación 2.2.8. Sea P un polinomio homogéneo Γ-superćıclico en un espacio de Banach y

x un vector Γ-superćıclico. Si Γ es acotado entonces x R AP y si 0 no es punto de acumulación

de Γ entonces x P AP .

Un vector Γ-superćıclico no necesariamente pertenece a JP . En efecto, en el Ejemplo 2.2.14 y

2.2.15 en el Teorema 2.2.16 mostraremos vectores Γ-superćıclicos pertenecientes a AP , RP y JP ,

respectivamente.

Si el factor Φ es lineal, entonces Γ-superciclicidad se preserva bajo quasiconjugación.

Proposición 2.2.9. Sean P,Q polinomios homogéneos tal que Q es quasiconjugado de P bajo

un factor lineal Φ. Si P es Γ-superćıclico, entonces también lo es Q.

Demostración. Si Γ¨OrbP pxq es denso entonces Γ¨OrbQpΦpxqq “ Γ¨ΦpOrbP pxqq “ ΦpΓ¨OrbP pxqq

es también denso porque Φ tiene rango denso.

Como en el caso lineal podemos definir la noción de Γ-transitividad. Ésta es una herramienta

útil para probar Γ-superciclicidad.

Definición 2.2.10. Sea X un espacio de Fréchet separable. Decimos que un polinomio P P

PpmX;Xq es Γ-transitivo, si para cada par de abiertos U y V no vacíıos, existe n P N y λ P Γ

tal que

λPnpUq X V ‰ H.

Es muy sencillo verificar que Γ-transitividad implica Γ-superciclicidad. Más aún, en este caso,

el conjunto de vectores Γ-superćıclicos es residual. Sin embargo la rećıproca es falsa. En efecto,

si X es Banach y Γ es acotado entonces ningún polinomio homogéneo es Γ-transitivo.
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Caṕıtulo 2. Órbitas de polinomios homogéneos en espacios de Banach

Proposición 2.2.11. Sean X un espacio de Fréchet separable y Γ Ď C. Si P P PpmX;Xq es

Γ-transitivo entonces P es Γ-superćıclico.

Demostración. Sea tViuiPN una base de abiertos de X. Para cada γ P Γ y cada k tomamos γ
1

mk

una mk-ráız de γ. Consideremos para cada i,

Gi :“
ď

k,γPΓ

γ
1

mk P´kpViq.

Como P es Γ-transitivo, Gi es un abierto denso para todo i. Luego, G “
Ş

iPNGi es no vaćıo.

Finalmente notamos que todo vector en G es un vector Γ-superćıclico.

Proponemos el siguiente criterio para estudiar Γ-transitividad.

Definición 2.2.12 (Criterio de Γ-transitividad). Decimos que P satisface el criterio de super-

ciclicidad para pλkq si existen conjuntos densos X0 e Y0 y aplicaciones Skpxq : Y0 Ñ X tal que

para todos x P X0, y P Y0 vale que,

i) Skpxqpyq Ñ 0 y

ii) λkP
nkpx` Skpxqpyqq Ñ y.

Proposición 2.2.13. Sea pX, pρnqnq un espacio de Fréchet separable, donde pρnqn es un siste-

ma fundamental no decreciente de seminormas, y sea P un polinomio homogéneo. Entonces P

satisface el criterio de Γ-transitividad con respecto a alguna sucesión pλkq Ď Γ si y sólo si P es

Γ-transitivo.

Demostración. Supongamos primero que P satisface el criterio de Γ-transitividad con respecto a

pλkq. Sean U, V conjuntos abiertos. Sea x P U X X0 y y P V X Y0. Como Skpxqpyq Ñ 0 hay un

x`Skpyq P U para k suficientemente grande. Como λkP
nkpx`Skpxqpyqq Ñ y existe un k tal que

Pnkpx` Skpxqpyqq P V .

Supongamos ahora que P es Γ-transitivo. Sea pxiqiPN una sucesión densa en X. Sean X0 “

Y0 “ txi : i P Nu. Fijemos x, y P X0. Para cada k P N hay un zk P tw : ρkpx ´ wq ă 1
ku tal

que para algún nk ą nk´1 y λk P Γ tenemos que λkP
nkpzkq P tw : ρkpy ´ wq ă 1

ku. Definimos

Skpxqpyq “ zk ´ x. Como zk Ñ x, tenemos que Skpxqpyq Ñ 0 y λkP
nkpx` Skpxqpyqq Ñ y.

Ejemplo 2.2.14. Sea P : c0 Ñ c0 el polinomio m-homogéneo definido como P paqj :“ amj`1.

Entonces P es Γ-superćıclico para todo Γ Ď C no acotado.

Demostración. Aplicaremos el Criterio 2.2.12. Sean X0 “ Y0 “ c00 y x, y P c00. Para λ P C sea

λ
1
m cualquier m-ráız de λ. Sea F : c00 Ñ c00 definida como

F paqj :“

#

a
1
m
j´1 if j ‰ 1

0 if j “ 1,

y definimos Skpxqpyq “
Fkpyq

λ
1
mk
k

, donde λk P Γ es elegido tal que λ
1

mk

k tiende a infinito.
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Como }F pyq} ď máxt1, }y}u tenemos que Skpxqpyq Ñ 0. Por otro lado, si k ą máxtj : xj ‰ 0u

se sigue que

λkP
kpx` Skpxqpyqq “ λkP

kSkpxqpyq “ P kF kpyq “ y.

Por la Proposición 2.2.13, P es Γ-transitivo y luego Γ-superćıclico.

El polinomio anterior no puede proveer un ejemplo de un polinomio homogéneo Γ-superćıclico

para Γ acotado. En efecto, si Γ es acotado, entonces por la Observación 2.2.8 los vectores Γ-

superćıclicos no pertenecen a AP , pero en este caso AP “ c0. Lo mismo sucede si consideramos

el mismo polinomio en `p, 1 ď p ă 8. Sin embargo, en el espacio c formado por las sucesiones

convergentes la situación es diferente.

Ejemplo 2.2.15. Sea P : cÑ c definido como P paqj “ amj`1. Entonces P es D-superćıclico.

Demostración. Para A Ď N denotamos por 1A al vector caracteŕıstico de A, i.e.,

1Apjq “

#

1 si j P A;

0 en otro caso .

Para cada λ “ reiθ P C sea λ
1
n el número r

1
n eiθ{n.

Definimos F : cÑ c como

F paqj :“

#

a
1
m
j´1 if j ą 1;

0 if j “ 1.

Claramente F está bien definida y P kF k “ Id, para todo k P N.

Sea pỹnqn una sucesión densa en c tal que pỹnqn “ pynqn ` pln1soppynqcqn, donde pynqn es una

sucesión densa en c00, y plnqn es una sucesión en C. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer

que para todo n, ln ‰ 0 y supppynq “ r1,mpynqs, donde mpynq :“ máxtj : rynsj ‰ 0u.

Podemos construir, por inducción, una sucesión pnkqk Ď N satisfaciendo las siguientes propie-

dades:

i) nk ą mpyk´1q ` nk´1,

ii) para todo j P nk ` supppykq,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

rFnk pykqsj

l
1

mnk
k

´ 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă 1
k ,

iii) para todo k ą 0, lk
2m

nk ă 1 y

iv) para todo j ă k, y todo i P pnk ´ njq ` supppykq,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

lj

¨

˝

rFnk´nj pykqsi

l
m
nj

mnk
k

´ 1

˛

‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă 1
k .

Notar que es posible elegir tal sucesión pnkqk porque las cuatro propiedades son cumplidas

una vez que nk es suficientemente grande.

Sea x̃ P `8 el vector definido como

x̃ “
8
ÿ

j“1

2Fnj pyjq

l
1

m
nj

j

.
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El vector x̃ R c ya que hay gaps con ceros. Por la condición ii) las coordenadas no nulas de x̃

tienden a 2. Llenamos entonces los gaps para obtener un vector bien definido en c. Definimos

x “ x̃` 21supppx̃qc .

Por la condición i), los soportes de Fnj pyjq son dos a dos disjuntos. En consecuencia,

P kpx̃q “
8
ÿ

j“1

P k

¨

˚

˝

2Fnj pyjq

l
1

m
nj

j

˛

‹

‚

. (2.2)

También por la condición i), se sigue que si k ą j entonces

PnkpFnj pyjqq “ 0. (2.3)

Afirmamos que x es un vector D-superćıclico. En efecto, sea k en N. Por la condición iii) cada
lk

2m
nk P D y luego,

›

›

›

›

lk
2m

nk
Pnkpxq ´ ỹk

›

›

›

›

“

›

›

›

›

lk
2m

nk
Pnk

`

x̃` 21supppx̃qc
˘

´ yk ´ lk1supppykqc

›

›

›

›

“

›

›

›

›

lk
2m

nk
Pnkpx̃q `

lk
2m

nk
2m

nkPnk
`

1supppx̃qc
˘

´ yk ´ lk1supppykqc

›

›

›

›

.(2.4)

Observemos que N “ supppPnkpx̃ ` 1supppx̃qcqq “ supppPnkpx̃qq Y supppPnkp1supppx̃qcqq. y que

Pnk
`

1supppx̃qc
˘

“ 1supppPnk px̃qqc . Más aún, como supppykq Ď supppPnkpx̃qq, tenemos también que

1supppPnk px̃qcq ´ 1supppykqc “ ´1psupppPnk px̃qqzsupppykqq.
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Por la igualdad (2.2), las observaciones de arriba y la ecuación (2.4),
›

›

›

›

lk
2m

nk
Pnkpxq ´ ỹk

›

›

›

›

“

›

›

›

›

lk
2m

nk
Pnkpx̃q ` lk1supppPnk x̃qc ´ yk ´ lk1supppykqc

›

›

›

›

“

›

›

›

›

lk
2m

nk
Pnkpx̃q ´ yk ´ lk1psupppPnk px̃qqzsupppykqq

›

›

›

›

“

›

›

›

›

›

›

›

lk
2m

nk
Pnk

¨

˚

˝

8
ÿ

j“1

2Fnj pyjq

l
1

m
nj

j

˛

‹

‚

´ yk ´ lk1psupppPnk px̃qqzsupppykqq

›

›

›

›

›

›

›

“

›

›

›

›

›

›

›

8
ÿ

j“1

lk
2m

nk
Pnk

¨

˚

˝

2Fnj pyjq

l
1

m
nj

j

˛

‹

‚

´ yk ´ lk1psupppPnk px̃qqzsupppykqq

›

›

›

›

›

›

›

“

›

›

›

›

›

›

›

8
ÿ

j“1

lk

l
mnk

m
nj

j

Pnk pFnj pyjqq ´ yk ´ lk1psupppPnk px̃qqzsupppykqq

›

›

›

›

›

›

›

ď

›

›

›

›

›

›

›

ÿ

jăk

lk

l
mnk

m
nj

j

PnkFnj pyjq

›

›

›

›

›

›

›

`

›

›

›

›

›

›

lk

l
mnk

mnk

k

yk ´ yk

›

›

›

›

›

›

`

›

›

›

›

›

›

›

ÿ

jąk

lk

l
mnk

m
nj

j

`

Fnj´nkpyjq
˘

´ lk1psupppPnk px̃qqzsupppykqq

›

›

›

›

›

›

›

.

Por la igualdad (2.3) el primer término de la última expresión es cero. Notemos también que

supp
´

ř

jąk F
nj´nkpyjq

¯

“ supppPnkpx̃qq ´ supppykq. Luego, por la propiedad iv),

›

›

›

›

›

›

›

ÿ

jąk

lk

l
mnk

m
nj

j

`

Fnj´nkpyjq
˘

´ lk1psupppPnk px̃qqzsupppykqq

›

›

›

›

›

›

›

“ sup
jąk

sup
iPnj´nk`supppyjq

$

’

&

’

%

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

lk

¨

˚

˝

rFnj´nkpyjqsi

l
mnk

m
nj

j

´ 1

˛

‹

‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,

/

.

/

-

ď sup
jąk

1

j
“

1

k ` 1
Ñ 0.

Esto implica que x es un vector D-superćıclico.

En el Ejemplo 2.1.20 probamos que el conjunto de Julia del polinomio de arriba es JP “ tx P

c : ĺımxj P Tu. Como para cada λ P D y cada x P JP , ĺımλxj P D, se sigue que si x es un vector

D-superćıclico entonces x P RP .

2.2.4. Un ejemplo inspirador

Procedemos con el ejemplo principal del caṕıtulo. Probaremos en esta sección que el polinomio

2-homogéneo P : `p Ñ `p definido como P “ e11 ¨ B, donde B es el operador coshift es, débil

hiperćıclico, δ-hiperćıclico para todo δ ą rP y Γ-superćıclico para todo Γ Ă C tal que Γ es no

acotado o tal que 0 es punto de acumulación de Γ. La prueba se basa en las propiedades de su

conjunto de Julia JP .
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Teorema 2.2.16. Sean X “ c0 o X “ `p, 1 ď p ă 8, y P : X Ñ X definido como

P pxq “ e11pxqBpxq “ x1px2, x3, . . . q,

donde B : X Ñ X es el operador coshift. Entonces P |JP es caótico y, si x0 P JP es cualquier

vector tal que OrbP px0q es densa en JP entonces

1. x0 es un vector débil hiperćıclico,

2. x0 es un vector δ-hyperćıclico, para todo δ ą rP ,

3. x0 es un vector Γ-superćıclico vector, para todo Γ Ă C tal que 0 es un punto de acumulación

de Γ.

Más aún, P es Γ-superćıclico para todo Γ Ă C no acotado.

Probaremos el resultado para X “ `p, ya que para X “ c0 la prueba es análoga. Dividiremos

la demostración en varios pasos. Primero mostraremos que P |JP es caótico y luego que el conjunto

de Julia JP es débil denso, δ-denso para todo δ ą rP y que Γ ¨ JP “ `p para todo Γ tal que cero

es punto de acumulación de Γ. Toda órbita densa en JP hereda las propiedades mencionadas.

Como en el caso en el que 0 no es punto de acumulación de Γ, los vectores Γ-superćıclicos

deben pertenecer a AP , el caso en el que Γ es no acotado (pero no necesariamente con 0 punto

de acumulación) será tratado de forma separado.

Empezamos calculando la norma de P . El problema es equivalente a maximizar la función

fpx, yq “ xy bajo las restricciones xp ` yp “ 1, x ě 0, y ě 0. Aplicando múltiplos de Lagrange se

sigue que }P } “ 2
´ 2
p . Luego, rP “ 2

2
p .

Notemos que Pnpxq “ cnpxqB
npxq, donde

cnpxq “ x2n´1

1 ¨ x2n´2

2 ¨ . . . ¨ xn; (2.5)

equivalentemente cnpxq puede ser definido recurrentemente bajo las relaciones
$

&

%

c1pxq “ x1

cn`1pxq “ c2
npxqxn`1.

Debido a que c00 Ď AP , se sigue que AP es dense y RP “ H. Por la Proposición 2.1.11 JP

tiene que ser completamente invariante. Si x P JP y |t| ě 1 entonces tx R AP y, como RP “ H,

tx debe pertencer a JP . Podemos pensar entonces a JP como una unión infinita de semirectas.

Verifiquemos que JP ‰ H. El siguiente vector es un punto fijo de P .

x “ 2
1
p

ˆ

1,
1

2
1
p

,
1

2
2
p

,
1

2
3
p

, . . .

˙

.

Como x es punto fijo, entonces, por la Proposición 2.1.2, debe pertenecer a JP . Además, x P rPSX

ya que

}x}pp “ 2
8
ÿ

i“0

ˆ

1

2
1
p

˙ip

“ 2 ¨
1

1´ 1
2

“ 4.
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Prueba de que P |JP es caótico. Como JP es cerrado y P -invariante, por el Teorema de transiti-

vidad de Birkhoff P |JP es caótico si y sólo si P |JP es transitivo y los vectores periódicos de P son

densos en JP .

Sean U, V abiertos no vaćıos de X que intersecan a JP . Sea y P V X JP , x P U X JP . Como

Bnpxq Ñ 0 y }Pnpxq} “ |cnpxq|}B
npxq} ě rP tenemos que cnpxq Ñ 8.

Perturbaremos al vector x de forma tal que el nuevo vector x̃ cumpla que x̃ P U y para algún

n Pnpx̃q “ y. Notemos que como JP es completamente invariante, esto implica que x̃ P JP .

Consideremos xn el vector xn “
řn
i“1 e

1
ipxqei.

Claramente xn Ñ x in `p. Como cnpxq lee solamente las primeras n coordenadas, cnpxq “

cnpx
nq. Consideremos x̃n “ xn ` Snpyq

cnpxq
, donde S el shift. Como }Snpyq}p “ }y}p y cnpxq Ñ 8, se

sigue que Snpyq
cnpxq

Ñ 0. Luego, para n arbitrariamente grande, x̃n P U . Además,

Pnpx̃nq “ cnpx̃
nqBn

ˆ

xn `
Snpyq

cnpxq

˙

“ cnpxq
y

cnpxq
“ y.

Tomamos entonces x̃ “ x̃n para n suficientemente grande.

A continuación mostraremos que los vectores periódicos son densos en JP . Sean y P JP y ε ą 0.

Como y P JP , existe un n0 con |cnpyq| ą 1 para todo n ě n0. Consideremos yn “
řn
i“1 e

1
ipyqei.

El vector

ỹn “
8
ÿ

i“0

Snipynq

cnpyqi
“ yn `

8
ÿ

i“1

Snipynq

cnpyqi

es n-periódico para P . En efecto,

Pnpỹnq “ cnpỹ
nqBn

˜

8
ÿ

i“0

Snipynq

cnpyqi

¸

“ cnpyq
8
ÿ

i“0

BnSnipynq

cnpyqi

“

8
ÿ

i“1

Snpi´1qpynq

cnpyqi´1
“ ỹn.

Si n ě n0 el vector está bien definido, ya que

}ỹn}p ď
8
ÿ

i“0

}Snipynq}p
|cnpyq|i

ď

8
ÿ

i“0

}y}p
|cnpyq|i

ă 8.

Finalmente observemos que ỹn Ñ y,

}ỹn ´ yn}p ď }y}p

8
ÿ

i“1

1

|cnpyq|i
Ñ 0.

Prueba de que JP es δ-denso para δ ą rP . Sea x P `p. Recordemos que el vector x “ 2
1
p

ˆ

1, 1

2
1
p
, 1

2
2
p
, 1

2
3
p
, . . .

˙

pertenece a JP y que tiene norma igual a rP . Denotando a signp0q “ 1 definimos x̃ como

x̃i “ signpxiqmáxt|xi|, |xi|u.
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Para cada i tenemos que |x̃i| ě |xi|. Esto implica que para cada n, }Pnpx̃q}p ě }P
npxq}p ě rP y

luego el vector pertenece a JP . Además }x´ x̃}p ď }x}p “ rP .

Prueba de que JP es débil denso. Sea U “ Utε,x0,ϕ1,...ϕnu un abierto débil básico.

Sea 0 ‰ y P
Şn
i“1 Kerpϕiq. Sean M “ máxt}ϕi}u y ε̃ “ ε

M . Consideramos para cada n P N,

yn “ n ¨ y ` x0. Este vector yn puede no pertenecer a JP , sin embargo podemos encontrar un

perturbación xn de yn tal que xn P JP X U . Denotando otra vez signp0q “ 1 y considerando el

vector fijo x, definimos

xnj :“ signpynj qmáxt|ynj |,
ε̃

rP
|xj |u.

Claramente }xn´yn}p ď
ε̃
rP
}x}p “ ε̃. Afirmamos que para n suficientemente grande , xn P JP .

Sea k tal que yk ‰ 0, esto implica que 0 ‰ xnk Ñ8 as nÑ8.

El vector

zn “
ε̃

rP
px1, x2, . . . , xk´1, x

n
k , xk`1, . . .q

satisface que |xnj | ě |z
n
j | para todo j ě 0 y luego si zn pertence a JP , aśı lo hace xn. Basta ver

entonces que zn pertenece a JP para n suficientemente grande. Notemos que

P kpznq “

ˆ

ε̃

rP

˙2k ck ppx1, x2, . . . , xk´1, x
n
k , xk`1, . . .qq

ckpxq
P kpxq “

ˆ

ε̃

rP

˙2k xnk
xk
P kpxq “

ˆ

ε̃

rP

˙2k xnk
xk
x.

Luego para n suficientemente grande obtenemos que P kpznq “ λx para algún |λ| ě 1 y luego

P kpznq P JP para n grande. Como JP es completamente invariante esto implica que zn P JP .

Finalmente xn pertenece a U ya que |ϕipx
n ´ x0q| ď }ϕi}}x

n ´ yn}p ` |ϕipy
n ´ x0q| ď ε.

Prueba de que Γ ¨ JP es denso para todo Γ tal que 0 es un punto de acumulación de Γ. Sea x P

`p, ε ą 0 y γ P Γ tal que ε
rpγ

ą 1. Consideramos

z “
1

γ
signpxjqmáxt|xj |,

ε

rP
xju.

El vector z pertenece a JP , porque para cada coordenada |zj | ą |xj | y xj P JP . Es también

inmediato verificar que }γz ´ x}p ă ε.

Prueba de que P es Γ-superćıclico para todo Γ no acotado. Aplicaremos el Criterio 2.2.12. Sean

X0 “ Y0 un conjunto de vectores densos con coordenadas no nulas. Para x, y P X0 fijos tomamos

pλnqn Ă Γ tal que λncnpxq Ñ 8. Sea xn el vector xnj “ χr1,nspjqxj , i.e. xn es el truncado de x.

Finalmente definimos las aplicaciones inversas Fnpxq como Fnpxqpyq “ xn´ x` Snpyq
cnpxqλn

, donde S

es el operador shift. Es claro que Fnpxqpyq Ñ 0. Además

λnP
npx` Fnpxqpyqq “ λnP

n

ˆ

xn `
Snpyq

cnpxqλn

˙

“ λncn

ˆ

xn `
Snpyq

cnpxqλn

˙

Bn

ˆ

xn `
Snpyq

cnpxqλn

˙

“ λncnpxq
y

cnpxqλn
“ y.
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Finalizamos el ejemplo remarcando algunos comentarios. Primero, notemos que hay órbitas

δ-densas para δ arbitrariamente chicos.

Observación 2.2.17. Para todo δ ą 0 hay un polinomio homogéneo que es δ-hyperćıclico.

Demostración. Sea P el polinomio 2-homogéneo definido en el teorema anterior. Por la Proposi-

ción 2.1.5, λP es conjugado a P para todo λ ‰ 0 via un isomorfismo lineal de norma 1
|λ| . Por la

Proposición 2.2.2, esto implica que λP es δ-hiperćıclico para todo δ ą rλP “
rP
|λ| .

Observación 2.2.18. La Proposición 2.1.13 dice que tx con |t| ă 1 no es un punto de acumula-

ción de OrbP pxq. El ejemplo anterior muestra que esto no es cierto para |t| ě 1. En efecto, si x

un punto tal que su P -órbita es densa en JP , tx está en JP para |t| ě 1 y luego es un punto de

acumulación de la P -órbita de x.

Observación 2.2.19. Sea P el polinomio definido en el ejemplo anterior. Entonces, JP es arco-

conexo.

Demostración. Sean x, y P JP y consideremos z “
ř8
j“1 máxt|xj |, |yj |uej . Claramente z está bien

definido y como las coordenadas de z son mayores o iguales que las de x, tenemos que z P JP .

Afirmamos que hay un camino de x a y contenido en JP . En efecto, sea φj cualquier camino de

xj a máxt|xj |, |yj |u tal que máxt|xj |, |yj |u ě |φjptq| ě xj para todo t. Luego, Φptq “
ř8
j“1 φjptqej

es un camino de x a z y como las coordenadas de Φptq tienen módulo menor que las coordenadas

de x se sigue que Φptq pertenece a JP . Análogamente hay un camino de z a y lo que implica que

JP es arcoconexo.

Observación 2.2.20. El conjunto de Julia del polinomio definido en el Teorema 2.2.16 satisface

otra propiedad llamativa: la imagen de JP via el operador coshift es densa en `p. Esto implica que

toda órbita densa en JP tiene que satisfacer que tBpPnpxqqu “ `p. Luego, la familia de polinomios

homogéneos tcnp¨qB
n`1p¨qu es universal mientras que tcnp¨qB

np¨qu “ tPnu tiene solamente órbitas

nunca densas.

Prueba de que BpJP q “ `p. Sean ε ą 0 y x P `p. Sea x un punto fijo de P tal que }x}p “ rP .

Definimos y P `p como yn “ signpxnqmáxt|xn|, ε|xn|u. Luego, }y ´ x}p ď εrP y |yn| ě ε|xn| para

todo n. Consideramos z “ e1
ε `Spyq. Luego Bpzq “ y y z P JP . En efecto, P pzq “ y

ε que satisface

que |ynε | ą |xn| para toda coordenada n. Luego, P pzq pertenece a JP y entonces z pertenece

también a JP .

Recordemos que un sistema pX,F q se dice Devaney caótico si es transitivo, los vectores pe-

riódicos son densos y si exhibe dependencia sensible a las condiciones iniciales. Esta última

condición quiere decir que existe un entorno U del 0 tal que para todo x P X y todo entorno V

del 0, hay un n P N e y P x ` V tal que Fnpyq R U ` Fnpxq. En espacios métricos, dependencia

sensible a las condiciones iniciales es implicado por transitividad y densidad de los vectores pe-

riódicos y, por supuesto, no hay polinomios homogéneos no lineales en espacios de Banach que

admitan dependencia sensible a las condiciones iniciales. Sin embargo, considerando la topoloǵıa
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débil podemos obtener polinomios homogéneos Devaney caóticos. En efecto, si P es el polinomio

definido en el Teorema 2.2.16, ya probamos que P |JP satisface que es transitivo y que los puntos

periódicos son densos, y más aún vimos que JP es débil denso en `p. Esto implica que P : `p Ñ `p

satisface las primeras dos condiciones de caos en el sentido de Devaney. Para ver la última, to-

memos U “ tx P `p : |x1| ă 1u. Entonces para x P `p, y V un entorno débil de 0, el cual podemos

suponer que, para algún ε ą 0 y algún n, V Ą tx P `p : |xj | ă ε, j “ 1, . . . , nu. Definamos y P `p

como,

yk “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

ε{2 if k ď n, xk “ 0,

xk if k ď n, xk ‰ 0,

c if k “ n` 1,

0 if k ą n` 1.

Entonces y P x` V para todo c y

e11pP
nx´ Pnyq “ e11

´

cnpxqB
npxq ´ cnpyqce1

¯

“ cnpxqxn`1 ´ cnpyqc.

Como cnpyq ‰ 0 y no depende de c, podemos tomar c tal que |e11pP
nx ´ Pnyq| ą 1 y luego

Pnpyq R U ` Pnpxq. Concluimos que P “ e11 ¨B es Devaney caótico en p`p, wq.

Ejemplo 2.2.21. Usando el polinomio P definido en el Teorema 2.2.16, es posible exhibir un

polinomio homogéneo cuyo conjunto de Julia no es completamente invariante. Sea X “ C ‘8
c0pc0q y tomemos Q P Pp2Xq como

Qpλ, pyjqjPNq “ p0, P pλxq, P py
1q, P py2q, . . . q,

donde x P c0 es un vector en el conjunto de Julia de P . Luego, para |λ| ą 1, el vector pλ, p0qjq

está en RQ porque si |t| ą 1,

}Qnpt, pyjqjPNq}X ě }P
nptxq}8 Ñ8.

Por otro lado, el vector Qpλ, p0qjq “ p0, P pλxq, 0, 0, . . . q pertenece a JQ. En efecto, podemos

aproximar P pλxq por un vector z P c0 con solo finitas coordenadas nulas. Entonces el vector

p0, z, 0, 0, . . . q aproxima a p0, P pλxq, 0, 0, . . . q en X y claramente, p0, z, 0, 0, . . . q pertence a AQ.

2.2.5. Hiperciclicidad numérica

Recordemos que una aplicación F se dice numéricamente hiperćıclica si hay vectores x P

SX , x
˚ P SX˚ , con x˚pxq “ 1 y tal que su órbita numérica NorbF px, x

˚q :“ tx˚pFnpxqq : n P N0u

es densa en C. En [64, 65] los autores probaron que todo espacio de Banach infinito dimensional

y separable admite un polinomio homogéneo que es numéricamente hiperćıclico de grado m ě 1.

En vista del Ejemplo 2.2.16, es esperable que el polinomio P pxq “ x1Bpxq sea numéricamente

hiperćıclico en `p o c0. Sin embargo, como el radio ĺımite del polinomio es rP “ 2
2
p ą 1 para

X “ `p y rP “ 1 para X “ c0, }Pnpxq} ď rP para todo x P SX y todo n, y luego ninguna órbita

numérica es densa.
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La falta de órbitas numéricamente densas se debe a que BX Ď rPBX . Considerando un

múltiplo del polinomio y explotando que los polinomios homogéneos se llevan bien con conjugación

via isomorfismos lineales, podemos exhibir fácilmente un ejemplo de un polinomio homogéneo

numéricamente hiperćıclico.

Ejemplo 2.2.22 (Un polinomio homogéneo numéricamente hiperćıclico). Sea X “ `p y P pxq “

x1Bpxq. Sea x0 P JP tal que la P -órbita de x0 es densa JP . Consideremos P̃ “ }x0}P . Por la

Proposición 2.1.6 aplicada a Φpxq “ 1
}x0}

x se sigue que JP̃ “ }x0}JP y que x0
}x0}

es hiperćıclico

para P̃ |JP̃ . Por el Ejemplo 2.2.16 y la Proposición 2.2.6, x0
}x0}

es débil hiperćıclico para P̃ . Luego,

para todo x˚ P SX˚ se sigue que x˚pP̃
n
pxqq “ C.

Observación 2.2.23. Hay varias nociones de rango numérico para aplicaciones no lineales en

espacios de Banach, que coinciden para operadores lineales (ver por ejemplo [3, Chapter 11]). El

rango numérico en el sentido de Bauer de una aplicación F es el conjunto

tx˚pF pxqq : x˚pxq “ }x}2, }x} “ }x˚}u,

i.e. las normas de x y x˚ pueden ser diferentes de 1i. Inspirados en esta noción de rango numérico,

un polinomio seŕıa numéricamente hiperćıclico si hay vectores x P X,x˚ P X˚, con x˚pxq “ }x}2,

}x} “ }x˚} y tal que la órbita numérica NorbF px, x
˚q :“ tx˚pFnpxqq : n P N0u es densa en C.

Con esta definición modificada, el polinomio del Teorema 2.2.16 seŕıa numéricamente hiperćıclico.

2.3. La clase de polinomios e11 ¨B en `ppvq y ϕ ¨B en `p

En esta sección extenderemos el resultado del Teorema 2.2.16 y estudiaremos las familias de

polinomios Pv “ e11B en el espacio pesado `ppvq y Pϕ “ ϕ ¨B en `p, donde ϕ es un funcional lineal.

El Teorema principal de la sección es el Teorema 2.3.4 el cual establece que, bajo condiciones

generales, Pv : JPv Ñ JPv es transitivo . Luego, relacionando cuidadosamente JPv con el conjunto

de Julia de P “ e11B estudiado en la sección anterior, extendemos el Teorema 2.2.16 a espacios

pesados.

Recordemos que si pvnqn es una sucesión de pesos entonces `ppvq es el espacio formado por

`ppvq :“ tpxnqn : pxpn ¨ vnqn P `1u con norma }x}`ppvq “
´

ř8
j“1 |xj |

pvj

¯
1
p

y que un coshift es

continuo si y sólo si supn
vn
vn`1

ă 8.

De la misma forma que la ecuación (2.5) para el polinomio P “ e11B P Pp2`pq tenemos que

Pnv pxq “ cnpxqB
npxq, donde

cnpxq :“ x2n´1
1 x2n´2

2 . . . xn.

Análogamente cnpxq satisface la relación recursiva

cnpxq “

$

&

%

x1 if n ą 1

cn´1pxq
2xn if n ą 1.

El polinomio Pv tiene también RPv vaćıo, esto se deduce gracias al hecho de que c00 Ď APv . El

siguiente lema impone restricciones en el crecimiento de vn.
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Lema 2.3.1. Sea pvnqn una sucesión de números positivos. Dado t ą 1, sea α “ αptq “ pαnqn la

sucesión de números reales tal que vn “ t2
nαpnq. Entonces JPv ‰ H si y sólo si supn

řn
j“1 αpjq ă

8. En el caso particular de que pvnqn es eventualmente más grande que uno, tenemos que JPv ‰ H

si y sólo si α P `1.

Demostración. Supongamos que supn
řn
j“1 αpjq ă 8. Podemos suponer que vn ą 1 para infinitos

n P N, ya que en caso contrario p2, 1, 1
2 ,

1
4 , . . .q P JPv . Sea nk una subsucesión de números naturales

tal que vnk ą 1 para todo k, i.e. αpnkq ą 0 para todo k.

Sea x “ pxnqn “ Ct´n`2t
´2nαpnq

p , donde C ą 1 es una constante a determinar. Tenemos que

x P `ppvq, porque |xpnvn| “ Cpptpq´n`2t´2nαpnqt2
nαpnq “ Cpptpq´n`2 P `1.

Notemos que para todo nk ´ 1 vale que

}Bnk´1pxq}p`ppvq “

›

›

›

›

´

Cpptpq´j´nk´1`2t´2j`nk´1αpj`nk´1qt2
jαpjq

¯

j

›

›

›

›

`1

ě Cpptpq´nkt2
1αp1q´2nkαpnkq.

Por otro lado, esta vez para n arbitrario,

cnpxq “ C2n´1
n
ź

j“1

x2n´j

j “ C2n´1
n
ź

j“1

ˆ

t
´2jαpjq

p t´j`2

˙2n´j

“ C2n´1
n
ź

j“1

t
´2n

p
αpjq

¨

n
ź

j“1

`

t´j`2
˘2n´j

“ C2n´1t
´2n

p

řn
j“1 αpjq

´1

¨ tn.

Juntando ambas ecuaciones, tenemos que para C ą tsupn
řn
j“1 α1 y C ą t que C2nk t´2nkαpnkq Ñ8

y luego

}Pnk´1pxq} “ |cnk´1pxq|}B
nk´1pxq} Ñ 8.

Esto implica que x R APv . Como RPv es el conjunto vaćıo, se sigue que x P JPv .

Rećıprocamente si supn
ř

j αpjq “ 8, mostraremos que APv “ `ppvq. Sea x P `ppvq. Conside-

rando que |xn|
pvn Ñ 0, hay una constante C ą 0 con |xn|

p ď C|vn|
´1 “ Ct´2nαpnq. Luego,

|cnpxq|
p ď C2n´1

n
ź

j“1

´

t´2jαpjq
¯2n´j

ď C2n´1
t´2n

řn
j“1 αpjq.

Si nk es una subsucesión de números naturales tal que
řnk
j“1 αpjq Ñ 8, obtenemos que

}Pnkv pxq} “ |cnkpxq|}B
nkpxq} ď

´

C2nk´1
t´2nk

řnk
j“1 αpjq

¯1{p
}B}nk}x} Ñ 0.

Concluimos que x P APv .

El siguiente lema nos permite suponer que los pesos vj son mayores que uno.

Lema 2.3.2. Sea pvjqj una sucesión de pesos tal que Pv : `ppvq Ñ `ppvq, Pv “ e11B es continuo.

Entonces existe una sucesión de pesos pv1jqj con v1j ě 1 para todo j y tal que Pv es conjugado a

Pv1 : `ppv
1q Ñ `ppv

1q, Pv1 “ e11B.
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Demostración. Debido a que es acotado tenemos que supj
vj
vj`1

ă 8. Luego, hay una constante

1 ą C ą 0 de modo que |vj | ě Cj para todo j. Sea v1j “
vj
Cj

. Consideremos primero el polinomio

Q “ Ce11B en `ppvq que es conjugado a Pv.

`ppvq

��

Pv // `ppvq

��
`ppvq

CPv // `ppvq

Afirmamos que pQ, `ppvqq es conjugado a pe11B, `ppv
1qq v́ıa el factor lineal φ : `ppvq Ñ `ppv

1q

dado por φpxjejq “ Cj´1xjej .

`ppvq

Cj´1xj
��

CPv // `ppvq

Cj´1xj
��

`pp
vj
Cj
q

Pv1 // `pp
vj
Cj
q

En efecto, φ está bien definida por la definición de `pp
vj
Cj
q y dado x “ pxjqj tenemos que

φQpxq “ φ

˜

x1 ¨

˜

8
ÿ

j“2

Cxjej´1

¸¸

“ x1 ¨

8
ÿ

j“2

Cj´1xjej´1

“ e11 ¨B

˜

8
ÿ

j“1

Cj´1xjej

¸

“ e11 ¨Bφpxq.

En lo que sigue de la sección supondremos que vj ě 1 para todo j y, dada la sucesión αpnq P `1

inducida por vj , denotaremos βn :“
ř

jąn αpnq.

El siguiente lema nos permite encontrar vectores en JPv .

Lema 2.3.3. Sea pvjqj una sucesión de pesos tal que vj ě 1 para todo j. Dados números naturales

n,m consideramos el vector x “ xpC, n,mq “ Cp22´jv´mj`nqj. Sea t ą 1 y βn la sucesión asociada

a t. Si C ą t2
n`1βnm, entonces x P JPv .

Demostración. Recordemos que ckpp2, 1,
1
2 ,

1
4 , . . .qq “ 2k. Notemos que x P `ppvq. Esto se deduce

gracias a los hechos de que supj
vj
vj`1

ă 8 y vj ě 1 para todo j. En efecto,

}x}p`ppvq “
8
ÿ

j“1

p2pq2´j
vj
vpmj`n

ď }
`

p2pq2´j
˘

j
}`1 sup

j

vj
vj`n

ă 8.

Calculamos ahora cnpxq y }Bkpxq} para obtener

|ckpxq| “ 2kC2k´1
k
ź

l“1

pt´2n`lαpn`lqmq2
k´l
“ 2kC2k´1

k
ź

l“1

t´2n`kαpn`lqm

“ 2kC2k´1t´2n`km
řk
l“n`1 αplq.
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Por otro lado tenemos que }Bkpxq} ě C 1
2k´1

1
vmn`k`1

“ 1
2k
t´2n`k`1αpn`k`1qm. Luego,

}P kpxq} ě C2kt´2n`k`1mβn ą 1

para todo k.

Estamos en condiciones de probar el Teorema 2.3.4

Teorema 2.3.4. Sea pvjqj una sucesión de pesos que satisface las siguientes condiciones: JPv es

no vaćıo y existen n y m tales que supj
vj`n
vmj

ă 8. Entonces Pv|JPv es transitivo.

Demostración. Notemos que la condición supj
vj`n
vmj

ă 8 es estable v́ıa la conjugación del Lema

2.3.2. En efecto, si C ă 1 es la constante de la prueba del Lema 2.3.2 y supj
vj`n
vmj

ă 8 entonces

supj
v1j`n
v1jm

“ supj
vj`n
Cj`n

Cmj

vmj
ă 8. Podemos suponer entonces que vj ě 1 para todo j.

Ahora que vj ě 1 tenemos además que supj
vj`kn
vmj

ă 8 para todo k P N. En efecto, ya lo

sabemos para k “ 1 y si k ą 1 obtenemos

vj`kn
vmj

“
vj`kn

vj`pk´1qn

vj`pk´1qn

vmj
ă sup

j

vj`n
vmj

sup
j

vj`pk´1qn

vmj
ă 8.

Sean x, y P JPv y U, V conjuntos abiertos alrededor de x, y respectivamente. Sin pérdida de

generalidad podemos suponer que |cnpxq| ě t2
n
, |cnpyq| ě t2

n
para algún t ą 1, en caso contrario

multiplicamos por un t ą 1 tal que tx P U, ty P V . Luego, por el Lema 2.3.1, vj “ t2
nαpnq para

alguna `1-sucesión αpnq.

Para cada l consideramos yl “
řl
j“1 yjej `

ř8
j“l`1

1
22´pj´lqfplq

1
vmj

, donde fpnq es una sucesión

tendiendo a infinito 8 tal que t2
n´1

fpnq ě 1 para todo n. Observamos que yl P `ppvq y que, como

fplq Ñ 8, yl Ñ y. Afirmamos que yl P JPv para l suficientemente grande. En efecto, P lvpy
lq “

clpyq
fplq p2

2´jv´mj`l qj y como JPv es completamente invariante es suficiente mostrar que clpyq
fplq p2

2´jv´mj`l qj

pertenece a JPv . A su vez, por el Lema 2.3.3 es suficiente mostrar que clpyq
fplq ą t2

l`1mβl . Esto es

verdadero si 4mβl ă 1 ya que

clpyq

fplq
ě

t2
l

fplq
ě t2

l´1
ě t2

l´14mβl “ t2
l`1mβl .

El hecho de que para todo k supj
vj`kn
vmj

ă 8 nos garantiza que para todos k, l Sknpylq pertenece

a `ppvq. En efecto,

}Sknpylq} ď }y}`ppvq ` }p
1

22´pj´lqfplq

vj`kn
vmj

qj}`p ď }y}`ppvq ` 4 sup
j

vj`kn
vmj

ă 8.

Consideramos ahora x̃k “
řkn
j“1 xjej `

Sknpylog2pknqq
ckpxq

. Notamos que P kpx̃q “ ylog2pknq y lue-

go x̃k pertenece a JPv para n suficientemente grande. La prueba concluye si probamos que
Sknpylog2pknqq

cknpxq
Ñ 0. Cuando calculamos }Sknpylog2pknqq}, obtenemos que
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}Sknpylog2pknqq}
p
`ppvq

“

log2pknq
ÿ

j“1

|yj |
pvj`kn `

8
ÿ

j“log2pknq

ˆ

1

22´pj´log2pknqqfplog2pknqq

˙p vj`kn
vpmj

ď

log2pknq
ÿ

j“1

|yj |
pvj

vj`kn
vkn`log2pknq

vkn`log2pknq

vj
` 4p

˜

sup
j

vj`kn
vmj

¸p

ď }y}p`ppvq

˜

sup
j

vj
vj`1

¸log2pknq

vkn`log2pknq
` 4p

˜

sup
j

vj`kn
vmj

¸p

.

Como α P `1, lαplq Ñ 0 y luego

vl`log2plq

clpxq
“
t2
l`log2plqαplq

clpxq
ď
t2
llαplq

t2l
Ñ 0.

Concluimos que }Sknpylog2pknqq}
cknpxq

Ñ 0.

Los siguientes lemas proveen condiciones bajo las cuales las hipotésis del Teorema 2.3.4 son

satisfechas.

Lema 2.3.5. Sea pvjqj una sucesión de pesos tal que todo vj es mayor o igual a uno y hay una

constante K ą 0 con αpn` 1q ď Kαpnq. Entonces existe m tal que supj
vj`1

vmj
ă 8.

Demostración. Sea m ą K. Tenemos entonces que
vj`1

vmj
“ t2

j`1αpj`1q´m2jαpjq ď 1.

Lema 2.3.6. Sea pvjqj una sucesión de pesos tal que supj
vj`1

vmj
ă 8 para algún m ă 2. Entonces

JPv es no vaćıo. En particular esto es válido para pesos de la forma ppnqqpnq donde p, q son

polinomios.

Demostración. Sea C tal que vj`1 ď Cvmj para todo j. Argumentando como en la prueba del

Teorema 2.3.4 podemos suponer que vj ě 1 para todo j. Observemos que

αpn` 1q “
2n`1αpn` 1q

2n`1
“

logtpt
2n`1αpn`1qq

2n`1
ď

logtpCt
m2nαpnqq

2n`1
ď
m

2
αpnq `

logtpCq

2n`1
.

Se sigue por inducción que hay una constante K tal que αpnq ď K
`

m
2

˘n
P `1.

El siguiente objetivo es relacionar el conjunto de Julia de Pv “ e11B en `ppvq con el conjunto

de Julia de P “ e11B in `p. Como necesitamos que los conjuntos de Julia pertenezcan al mismo

espacio, trabajaremos con un conjugado de Pv actuando en `p.

Los operadores coshifts en espacios pesados están ligados a operadores coshift pesados en

espacios no pesados: si consideramos los pesos ωn “
´

vn´1

vn

¯
1
p

y Bω el operador coshift dado por

rBωpxqsj “ xj`1ωj`1 entonces el factor lineal Φ : `ppvq Ñ `p, rφpxqsj “ xjv
1
p

j es un isomorfismo
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lineal. Más aún, es muy simple verificar que el siguiente diagrama conmuta.

`ppvq

xnv
1
p
n

��

B // `ppvq

xnv
1
p
n

��
`p

Bω // `p

De una forma similar resulta que el polinomio Pv “ e11B en `ppvq es conjugado al polinomio

Pω “ e11Bω in `p.

Como todo operador coshift pesado es continuo si y sólo si supj |ωj | ă 8 y para todo λ P C
todo polinomio homogéneo P se conjuga a λP podemos asumir que ωj ă 1 para todo j.

Dados pesos ωn consideramos Ω “ pΩnqn dado por Ω1 “ 1 y para n ą 1 Ωn “
śn
j“2 ωj .

Notemos que Pnω pxq “ cnpxqcnpΩqB
n
ωpxq, donde cnp¨q es definedo de la forma usual. En efecto,

P pxq “ e11pxqBωpxq y para n ą 1 tenemos que

Pnω pxq “ Pωpcn´1pxqcn´1pΩqB
n´1
ω pxqq “ c2

n´1pxqc
2
n´1pΩqe

1
1pB

n´1
ω pxqqBn

ωpxq

“ c2
n´1pxqc

2
n´1pΩqxn

n
ź

j“2

ωjB
n
ωpxq “ cnpxqcnpΩqB

n
ωpxq.

Proposición 2.3.7. Sea ωj una sucesión de pesos tal que }ω}8 ď 1. Entonces el polinomio Pω

tiene conjunto de Julia no vaćıo si y sólo si hay un t tal que cnpΩqt
2n Ñ8.

Demostración. Supongamos que el conjunto de Julia es no vaćıo. Como RPω es vaćıo, hay un

x P JPω con }x}8 ą 1 tal que }Pnω pxq} Ñ 8. Entonces }Pnω pxq} “ |cnpxq||cnpΩq|}B
n
ωpxq} ď

}x}2
n

8 |cnpΩq|}B
n
ωpxq} ď }x}

2n
8 |cnpΩq|}x}. Concluimos que }x}2

n

8 |cnpΩq| Ñ 8.

Consideremos x “ p2, 1, 1
2 , . . .q y recordemos que cnpxq “ 2n. Tomemos t tal que t2

n
cnpΩq Ñ

8. Luego,

}Pnpt2xq} ě 2nt2
n`1
|cnpΩq|}B

n
ωpxq} ě t2

n`1
|cnpΩq||e

1
1pB

n
ωpxqq|

ě t2
n`1
|cnpΩq|

2|Ωn`1| “ t2
n`1
|cn`1pΩq| Ñ 8.

Proposición 2.3.8. Sea pωqj una sucesión de pesos tal que }ω}8 ď 1 y que Pω “ e11 ¨ Bω y

P “ e11 ¨B con conjunto de Julia JPω no vaćıo. Entonces existe C ą 0 tal que JPω Ď JP Ď CJPω .

En particular deducimos que si JPω es no vaćıo entonces es δ-denso para algún δ, débil denso y

Γ ¨ JPω es denso en `p para todo conjunto Γ tal que 0 es un punto de acumulación de Γ.

Demostración. Como }ω}8 ď 1 tenemos que }Pnω pxq} ď }P
npxq} para todo n. Luego JPω Ď JP .

Rećıprocamente sea t tal que t2
n
pxqcnpΩq Ñ 8 y x P JP tal que OrbP pxq “ JP . Si mostramos

que t4OrbP pxq Ď JPω , entonces se sigue que t4JP Ď JPω . Sea entonces y P OrbP pxq. Como JP no

tiene puntos aislados, y satisface también que OrbP pyq “ JP . Notamos ahora que por el Teorema

2.2.16 OrbP pyq es débil densa y entonces |e11pP
npyqq| ě 1 para infinitos n. En otras palabras

|cnpyqyn`1| ě 1 para infinitos n. Si consideramos uno de esos n, tenemos que

}Pωpt
4yqn} “ t2

n`2
|cnpyq||cnpΩq|}B

n
ωpyq} ě t2

n`2
|cnpΩq||Ωn`1| ě t2

n`2
|cn`2pΩq| Ñ 8.
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Concluimos que t4y P JPω .

Aplicando la Proposición 2.3.8 la prueba del siguiente teorema es simple.

Teorema 2.3.9. Sea pvjqj una sucesión de pesos tal que para algunos m y n la sucesión p
vj`n
vmj
qj

es acotada y el conjunto JPv es no vaćıo. Entonces todo vector x0 P JPv tal que OrbPvpx0q “ JPv
satisface al mismo tiempo que

i) x0 es débil hiperćıclico;

ii) Existe δ ą 0 tal que x0 es un vector δ-hiperćıclico;

iii) x0 es Γ-superćıclico para todo Γ Ď C tal que 0 es un punto de acumulación de Γ.

Más aún, Pv es Γ-superćıclico para todo Γ Ď C no acotado.

Demostración. Las conclusiones de i),ii),iii) son inmediatas aplicando la Proposición 2.3.8, el

Teorema 2.2.16 y notando que todas las propiedades son invariantes v́ıa conjugación lineal (Pro-

posiciones 2.2.2,2.2.6, y 2.2.9).

Probamos ahora que Pv es Γ-transitivo para todo Γ no acotado.

Argumentando como en la prueba del Teorema 2.3.4 podemos suponer que vj ě 1 para todo

j y que las sucesiones tales que Sknpyq P `p para todo k son densas en `p. En efecto, si y P `p

consideramos

yl “
n
ÿ

j“1

yjej `
8
ÿ

j“l`1

1

j2

1

vmj
(2.6)

que tiende a y cuando l tiende a infinito. Por otro lado, como supj
vj`kn
vmj

ă 8, tenemos que

Sknpylq está bien definido para todo k.

Sean U, V conjuntos abiertos y x P U, y P V . Sea xk “
řk
j“1 xjej y yk definido como en

la ecuación (2.6). Para cada k elegimos γk P Γ tal que }S
knpyknq
cknpxqγk

} Ñ 0. Luego, xkn ` Sknpyknq
cknpxqγk

está eventualmente en U mientras que γkP
kn
v px

kn `
Sknpyknq
cknpxqγk

q “ ykn esta eventualmente en V .

Concluimos que Pv es Γ-transitivo.

2.3.1. La familia de polinomios ϕ ¨B en `p

Enfocamos ahora la atención a la familia de polinomios Pϕ “ ϕ ¨B P Pp2`pq donde ϕ : `p Ñ C
es un funcional lineal. Para estudiar estos polinomios nos reduciremos, usando una conjugación

adecuada, a la familia de polinomios Pv estudiada en la sección anterior.

Notemos primero que Pϕpxq
n “ dnpxqB

npxq donde

dnpxq “ dnpϕ, xq “ ϕpxq2
n´1

¨ ϕpBpxqq2
n´2

. . . ϕpBn´1pxqq.

En efecto, vale para n “ 1 y si n ą 1 tenemos que

Pnϕ pxq “ Pϕpdn´1pxqB
n´1pxqq “ dn´1pxq

2ϕpBn´1pxqqBnpxq “ dnpxq.
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Para simplificar notación llamaremos ϕj a B˚j´1pϕq. Luego, dnpxq “
śn
l“1 ϕjpxq

2n´l .

Notemos que dnpxq depende solamente de los primeros n valores de ϕjpxq. Seŕıa deseable

tener una base predual tuju se tϕju, ya que de esta manera dnpxq dependeŕıa únicamente de las

coordenadas de x con respecto a la base tunu. Desafortunadamente tϕju puede no admitir una

base predual. Sin embargo, podemos obtener un conjunto predual tuju tal que Bpujq “ uj´1.

Lema 2.3.10. Sea ϕ P `˚p tal que ϕpe1q ‰ 0. Entonces existe punqn tal que

i) para todo n, spantun : 1 ď j ď nu “ spanten : 1 ď j ď nu;

ii) para todo n, Bpunq “ un´1;

iii) para todos n, j, ϕjpunq “ δj,n y

iv) hay una constante C tal que para todo n, }un´1} ď }un} ď C}un´1}.

Demostración. Definimos u1 como e1
ϕpe1q

. Como Bpe1q “ 0 se sigue que ϕjpu1q “ 0 para todo

j ą 1 y por construcción ϕ1pu1q “ 1. Definimos un inductivamente como

un “ ´ϕpSpun´1qq
e1

ϕpe1q
` Spun´1q,

donde S es el operador shift. Es inmediato mostrar que spantuj : j ď nu “ spantej : j ď nu y

que Bpunq “ un´1. Probamos por inducción que ϕjpunq “ δj,n. Supongamos que ya lo sabemos

para todo j ă n.

Si j ą n entonces Bj´1punq “ 0 y luego ϕjpunq “ ϕBj´1punq “ 0. Si j “ 1, tenemos que

ϕpunq “ ´ϕpSpun´1q ¨ ϕ

ˆ

e1

ϕpe1q

˙

` ϕpSpun´1qq “ 0.

Finalmente si 1 ă j ď n usamos la hipótesis inductiva para obtener

ϕjpunq “ ϕBj´1punq “ ϕpun´j´1q “ δn´j´1,1 “ δn,j .

Notemos que }un} ď }un´1}

´

}ϕ}
|ϕpe1q|

` 1
¯

. En efecto,

}un} “

›

›

›

›

´ϕpSpun´1qq ¨
e1

ϕpe1q
` Spun´1q

›

›

›

›

ď
}ϕ} ¨ }un´1}

|ϕpe1q|
` }un´1} ď }un´1}

ˆ

1`
}ϕ}

|ϕpe1q|

˙

.

Por otro lado, como Spun´1q tiene primer coordenada 0, tenemos que

}un}
p “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕpSpun´1qq

ϕpe1q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

p

` }Spun´1q}
p ě }un´1}

p.

En el Lema 2.1.6 probamos que el conjunto de Julia es estable v́ıa conjugación lineal . Sin

embargo, no podemos en general esperar que pQ, JQq es quasiconjugado a pP, JP q sabiendo que

pQ,Y q es quasiconjugado a pP,Xq. Probamos un caso particular de este fenómeno para los poli-

nomios Pv “ e11B P Pp2`ppvqq.
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Teorema 2.3.11. Sea pvjqj una sucesión de pesos tal que hay n,m con supj
vj`n
vmj

ă 8 y tal que

JPv es no vaćıo. Sea X un espacio de Banach, T : X Ñ X un operador lineal y ϕ : X Ñ C tal

que ambos Q :“ ϕ ¨ T y T son quasiconjugados a Pv y B v́ıa un factor lineal común Φ. Entonces

pQ, JQq es quasiconjugado a pP, JPvq v́ıa Φ.

`ppvq

Φ

��

B // `ppvq

Φ

��

`ppvq

Φ

��

Pv // `ppvq

Φ

��

JPv

Φ

��

Pv // JPv

Φ

��
X

T // X X
ϕT // X Jϕ¨T

ϕT // Jϕ¨T

Demostración. Debemos probar que ΦpJP q Ď JQ y que ΦpJPvq es denso en JQ.

La primera afirmación es fácil de probar. Tomemos x tal que OrbPvpxq es densa en JPv . Es

suficiente mostrar que ΦpOrbPvpxqq Ď JQ. Además, como JQ es invariante, basta probar que

Φpxq P JQ. Por el Teorema 2.3.4, x es un vector débil hiperćıclico para P y luego Φpxq es un

vector débil hiperćıclico para Q. Por la Proposición 2.2.6, Φpxq pertenece a JQ.

La segunda afirmación es más dif́ıcil de probar. Notemos que Qnpxq “ dnpxqT
npxq donde

dnpxq “
śn
j“1 ϕpT

jpxqq2
n´j

. De una forma similar, dnpxq se puede definir recurrentemente como

$

&

%

d1pxq “ ϕpxq si n “ 1

dnpxq “ dn´1pxq
2ϕpTnpxqq si n ą 1.

Dados a P `1pvq observamos que cnpaq “ dnpΦpaqq. En efecto, como ΦpBpaqq “ TΦpaq tenemos

que

cnpaqT
npΦpaqq “ ΦpcnpaqB

npaqq “ ΦpPnv paqq “ QnpΦpaqq “ dnpΦpaqqT
npΦpaqq.

Tomemos x P JQ. Afirmamos que podemos suponer que hay un t ą 1 tal que dnpxq ě t2
n

para todo n. En efecto, dado t ą 1 consideramos tx P JQ y observamos que dnptxq es acotado

por abajo. Sea n0 tal que para todo n ě n0
}T }n}x}

t2n´1 ă rQ. Si dnpxq no fuese acotado por abajo,

existiŕıa un n ě n0 tal que |dnptxq| “ t2
n´1
|dnpxq| ď 1 y luego }Qnpxq} “ |dnpxq|}T

npxq} ď
1

t2n´1 }T }
n}x} ď rQ. Esto es una contradicción ya que x pertenece a JQ.

Dados s ą t ą 1 tenemos que hay una constante C de forma que dnpsxq ě p
s
t q

2n´1
dnptxq ě

p st q
2n´1

C lo que prueba nuestra afirmación.

Sean entonces ε ą 0, x P JQ y t tal que dnpxq ě t2
n

para todo n y consideremos αpnq y βn

las sucesiones inducidas por t y vn. Por continuidad de dn hay una sucesión panqn Ď c00 tal que

}Φpanq ´ x} ď ε y dnpΦpa
nqq “ cnpa

nq ě t2
n

2 . Si cada an “
řmn
j“1 a

n
j ej , consideramos el vector

ãn P `1pvq,

ãn “
n
ÿ

j“1

anj ej `
8
ÿ

j“n`1

signpanj qmáxt|anj |,
1

22´pj´nqfpnqvj
uej ,

donde fpnq es cualquier sucesión tendiendo a 8 tal que t2
n´1

ě fpnq para todo n. Afirmamos

que ãn pertenece a JPv para n suficientemente grande. En efecto, como JPv es completamente

invariante es suficiente probar que Pnv pã
nq pertenece a JPv . Los módulos de las coordenadas de
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Pnv pã
nq son más grandes que los módulas de las coordenadas del vector cnpanq

fpnq

ř8
j“1

1
22´jvj`n

ej . Es

suficiente entonces mostrar que cnpanq
fpnq

ř8
j“1

1
22´jvj`n

ej P JPv . Por el Lemma 2.3.3 esto es cierto si
cnpanq
fpnq ą t2

n`1βn . Esto es válido ya que si n es suficientemente grande tal que βn ă
1
4 , entonces

cnpa
nq

fpnq
ě t2

n´1
ě t2

n´14βn “ t2
n`1βn .

Observemos que, para n ď j ď mn,

|anj´ã
n
j | “

$

&

%

0 si máxt|anj |,
1

22´pj´nqfpnqvj
u “ |anj |;

|signpanj q|a
n
j | ´ signpa

n
j q

1
22´pj´nqfpnqvj

| si máxt|anj |,
1

22´pj´nqfpnqvj
u “ 1

22´pj´nqfpnqvj
.

En ambos casos tenemos que |anj ´ ã
n
j | ď

1
22´pj´nqfpnqvj

.

Finalmente,

}Φpãnq ´ x}X ď }Φpa
nq ´ x}X ` }Φ}}a

n ´ ãn}`ppvq

ď ε` }Φ}p
8
ÿ

j“n`1

|ãnj |
pvjq

1
p ď ε` }Φ}

4

fpnq
.

Teorema 2.3.12. Sea ϕ un funcional lineal tal que ϕpe1q ‰ 0. Entonces existe un espacio pesado

`1pvq cumpliendo la hipótesis del Teorema 2.3.4 tal que Pϕ es quasiconjugado a Pv y tal que

pB, `1pvqq es quasiconjugado a pB, `pq v́ıa un factor lineal común Φ.

`1pvq

Φ
��

B // `1pvq

Φ
��

`1pvq

Φ
��

Pv // `1pvq

Φ
��

`p
B // `p `p

Pϕ // `p

En particular se deduce gracias al Teorema 2.3.11 que Pϕ : JPϕ Ñ JPϕ es transitivo y por el

Teorema 2.3.9 que hay un vector que es al mismo tiempo débil hiperćıclico, Γ-superćıclico para

todo conjunto Γ teniendo al cero como punto de acumulación y δ-hiperćıclico para algún δ ą 0.

Demostración. Sea punqn la sucesión dada por el Lema 2.3.10. Consideremos vn “ }un} y `1pvq “

tpxnqn :
ř8
n“1 |xn|vn ă 8u. Sea φ : `1pvq Ñ `p dada por la extensión lineal de φpanenq “ anun.

Se sigue por definición de `1pvq que }φp
ř8
n“1 anenq}`ppvq ď }φp

ř8
n“1 anenq}`1 “

ř8
n“1 |an|}un} “

}a}`1pvq. Notamos además que el operador coshift es continuo en `1pvq, porque, por iv) del Lema

2.3.10, vj ď vj`1 para todo j. Afirmamos que pB, `pq es cuasiconjugado a pB, `1pvqq v́ıa Φ. En

efecto,

ΦpBp
8
ÿ

n“1

anenqq “
8
ÿ

n“1

8
ÿ

n“1

an`1un “ Bp
8
ÿ

n“1

anunq “ BpΦp
8
ÿ

n“1

anenqq.

Sea Pv “ e11 ¨ B P Pp2`1pvqq. Usando otra vez iv) deducimos que p
vj
vj´1

qj es acotado. Concluimos

que se cumple la hipótesis del Lema 2.3.6 y obtenemos que JPv es no vaćıo.
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Finalmente observamos que

ΦpPvp
8
ÿ

j“1

xjejqq “ Φpx1 ¨

8
ÿ

j“1

xj`1ejq “ x1 ¨

8
ÿ

j“1

xj`1uj

“ Pϕp
8
ÿ

j“1

xjujq “ PϕpΦp
8
ÿ

j“1

xjejqq.

2.4. Existencia de polinomios homogenéos δ-hiperćıclicos, débil

hiperćıclicos y Γ-superćıclicos en espacios de Banach arbi-

trarios

En esta sección probaremos el Teorema 2.4.4, que establece que en cualquier espacio de Banach

separable y de dimensión infinita existe un polinomio homogéneo que es δ-hiperćıclico, débil

hiperćıclico y Γ-superćıclico para todo conjunto Γ Ď C que es no acotado o tal que 0 es un punto

de acumulación de Γ.

La prueba sigue algunas de las ideas de [2, 31] usadas para probar la existencia de operadores

hiperćıclicos. Buscaremos un polinomio P actuando en `1 satisfaciendo las propiedades mencio-

nadas y tal que además para cada espacio de Banach X exista un polinomio homogéneo Q que

sea cuasiconjugado a P .

El polinomio P en `1 será de la forma e11 ¨Bw, donde Bw es un coshift pesado. No toda elección

de pesos es adecuada, ya que si los pesos son demasiados chicos el conjunto de Julia puede resultar

vaćıo.

El siguiente Teorema es un corolario de los Teoremas 2.3.4 y 2.3.9.

Teorema 2.4.1. Sean X “ `1 y P el polinomio homogéneo P “ e11 ¨ Bω P Pp2`1; `1q, donde

Bω es el coshift pesado definido como rBωpxqsi “
1

pi`1q2
xi`1. Entonces P es débil hiperćıclico,

δ-hiperćıclico y Γ-superćıclico para todo Γ Ă C tal que Γ es no acotado o tal que 0 es un punto

de acumulación de Γ.

Demostración. Nuestro polinomio P es conjugado a pe11B, `1pvqq, donde vn “ n!2 y Φ : en Ñ
śn
j“1 j

2en. Observemos que para todo m ą 1, supj
vj`1

vmj
“ supj

j`1
j!m´1 ă 8. Luego por el Lema

2.3.6 su conjunto de Julia es no vaćıo. Aplicando ahora los Teoremas 2.3.4 y 2.3.9 el Teorema es

válido para pe11B, `1pvqq. Ahora observamos que las propiedades involucradas son invariantes v́ıa

isomorfismos.

Para probar el Teorema de existencia 2.4.4, usaremos el siguiente resultado que fue probado

independientemente por Pelczyński y Plichko (see, [59, Theorem 1.27]).
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Lema 2.4.2. Sea X un espacio de Banach de dimensión infinita y separable. Entonces, pa-

ra todoε ą 0 existe una base de Markushevich p1 ` εq-acotada. Esto es, existe una sucesión

pxn, x
˚
nqn Ă X ˆX˚ tal que

1. spantxn : n P Nu es denso en X, spantx˚n : n P Nu es w˚-denso en X˚

2. supn }xn} ¨ }x
˚
n} ă 1` ε.

3. x˚npxkq “ δn,k.

Teorema 2.4.3. Sea Pω P Ppm`1; `1q el polinomio e11 ¨Bω, con ω “ p 1
n2 qn y sea X un espacio de

Banach infinito dimensional y separable. Entonces existe Q P Pp2X;Xq y Φ P Lp`1;Xq tal que

ambos Q y Q|JQ son cuasiconjugados a Pω y P |JPω respectivamente v́ıa el operador lineal Φ.

Demostración. Sea pxnqn Ď X y px˚nq las sucesiones dadas por el Lema de arriba aplicadas a

ε “ 1. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que }xn} “ 1 y }x˚n} ď 2. Sea Q P Pp2X;Xq

definido como

Qpxq :“ x˚1pxq
8
ÿ

n“1

x˚n`1pxqxn

n2
.

El polinomio está bien definido porque }Qpxq} ď 2
ř

n
1
n2 }x}

2.

Sea Φ : `1 Ñ X definido como Φppanqnq “
ř8
n“1 anxn. Nuevamente, como }xn} “ 1, el

operador está bien definido. Notemos también que Φ tiene rango denso. Esto se debe a que

spantxn : n P Nu está contenido en la imagen de Φ.

Veamos ahora que T pxq :“
ř8
n“1 x

˚
n`1pXq

xn
n2 es cuasiconjugado a Bω v́ıa Φ y que Pω es

conjugado a Q v́ıa el mismo factor Φ. Aplicando el Teorema 2.3.11 esto implica que Q|JQ es

cuasiconjugado a Pω|JPω .

Sea a P `1. Tenemos que

ΦpP paqq “ Φpa1Bωpaqq “ a1

8
ÿ

n“1

an`1xn
n2

;

mientras

QpΦpaqq “ Q

˜

8
ÿ

n“1

anxn

¸

“ x˚1

˜

8
ÿ

n“1

anxn

¸

8
ÿ

n“1

x˚n`1pan`1xn`1q
xn
n2

“ a1

8
ÿ

n“1

an`1xn
n2

.

Similarmente resulta que

ΦpBp
8
ÿ

n“1

anenqq “
8
ÿ

n“1

an`1
xn
n2
“ T

˜

8
ÿ

n“1

an
xn
n2

¸

“ T pΦpaqq.
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Teorema 2.4.4. Sea X un espacio de Banach separable y de dimensión infinita, entonces existe

un polinomio homogéneo que es al mismo tiempo débil hiperćıclico, δ-hiperćıclico y Γ-superćıclico

para todo Γ Ă C que es no acotado o tal que 0 es punto de acumulación de Γ.

Demostración. Por el Teorema 2.4.3 existe Q P Pp2X;Xq que es cuasiconjugado a P “ e11 ¨ Bω

v́ıa un factor lineal Φ, con ω “ p 1
n2 qn. Este polinomio es, por el Teorema 2.4.1 débil hiperćıclico,

δ-hiperćıclico y Γ-superćıclico para todo Γ no acotado y tal que 0 es punto de acumulación de Γ.

Como Φ es un operador lineal, se sigue de las Proposiciones 2.2.2, 2.2.6 y 2.2.9 que Q satisface

las propiedades requeridas.

2.4.1. Comentarios finales

Bonet y Peris [31] siguieron una idea similar para probar que todo espacio de Fréchet infi-

nito dimensional y separable admite un operador lineal hiperćıclico. Ellos usaron de hecho una

generalización del Lema 2.4.2 para espacios de Fréchet.

Lema 2.4.5 (Bonet y Péris). Sea X un espacio de Fréchet de dimensión infinita y separable no

isomorfo a CN. Entonces existen xn P X, x˚n P X
˚ y 0 ă αn ă 1, αn Ñ 0 tal que

i) spantxn : n P Nu es denso en X y

ii) x˚npxmq “ αnδn,m.

Sin embargo este lema no provee una estimación asintótica del comportamiento de αn. Ésto

no fue un problema para ellos ya que Id ` Bω es hiperćıclico en `1 independientemente del

peso elegido, pero si replicamos los argumentos de arriba y consideramos ωn “
1
n2αn y P pxq “

e11pxqBωpxq entonces JP puede llegar a ser vaćıo.
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Caṕıtulo 3

Polinomios homogéneos hiperćıclicos

en HpCq

El espacio HpCq ha sido una fuente histórica de ejemplos y resulta deseable exhibir un ejemplo

concreto de un polinomio homogéneo hiperćıclico en HpCq. En este caṕıtulo probaremos que el

polinomio P pfq “ fp0qfpz ` 1q es mixing, caótico y frecuentemente hiperćıclico. Este ejemplo es

además el primer ejemplo de un polinomio homogéneo frecuentemente hiperćıclico.

Por otro lado, mostramos la no hiperciclicidad de varios candidatos naturales a ser polinoimos

homogéneos hiperćıclicos.

Los contenidos de este caṕıtulos estan basados en el trabajo [35].

3.1. Un polinomio homogéneo hiperćıclico en HpCq

En esta sección probamos el Teorema 3.1.1, el resultado principal del caṕıtulo, el cual establece

que hay un polinomio homogéneo muy natural que es hiperćıclico en HpCq. Este polinomio es

además caótico y frecuentemente hiperćıclico.

Trabajaremos con polinomios homogéneos en el espacio HpCq de funciones enteras, el cual

mirado con la topoloǵıa compacto abierta es un espacio de Fréchet space. Las seminormas

}f}K :“ sup
zPK

|fpzq|,

donde K es un conjunto compacto, definen la topoloǵıa de HpCq. Luego, los conjuntos

Uε,f,R “ th P HpCq : }h´ f}Bp0,Rq ă εu,

con ε,R ą 0 forman una base de abiertos de f P HpCq.
El espacio HpCq se puede ver como un espacio de sucesiones. Podemos identificar f “

ř8
j“0 aj

zj

j! con panqn. Con esta identificación las seminormas dadas por

}f}k “ sup
j
f pjqp0q

kj

j!
“ sup

j
aj
kj

j!
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definen la topoloǵıa de HpCq y, como HpCq es nuclear, las seminormas también

}f}k “ }aj ¨
kj

j!
}p

definen la topoloǵıa de HpCq (ver por ejemplo [74, Example 27.27] o [77]).

El Teorema principal del caṕıtulo es el siguiente.

Teorema 3.1.1. El polinomio P P Pp2HpCqq definido como

P pfqpzq “ fp0q ¨ fpz ` 1q

es mixing, caótico y frecuentemente hiperćıclico.

En una forma similar al polinomio e11B estudiado en el caṕıtulo anterior (ver ecuación (2.5)),

tenemos que Pnpfqpzq “ cnpfqfpz ` nq donde

cnpfq “ fp0q2
n´1

¨ fp1q2
n´2

¨ . . . ¨ fpn´ 1q. (3.1)

Análogamente cn cumple las relaciones de recurrencia

cn “

$

&

%

fp0q if n “ 1;

cnpfq
2fpn´ 1q if n ą 1.

Prueba de que P es mixing

Sean U y V conjuntos abiertos. Podemos suponer que U “ Uε,f,R and V “ Uε,g,R. Además

podemos suponer que R R N y que tanto f como g no tienen ceros en Z.

Por el Teorema de Runge podemos encontrar, para n suficientemente grande, un polinomio

p tal que p P U y pp¨ ` nq P V . Afirmamos que una aplicación más cuidadosa del Teorema de

Runge nos permite encontrar un polinomio p tal que además p cumple cnppq „ 1.

Sea n0 P N tal que n0 ą 2R` 2, y fijemos n ě n0. Esto implica que Bp0, Rq XBpn,Rq “ H y

que podemos definir bolas abiertas B1, B2 Ď C tal que tBp0, Rq, B1, B2, Bpn,Rqu son disjuntos

dos a dos y tal que tRu ` 1 P B1, y tRu ` 2, . . . , n ´ tRu ´ 1 P B2, donde tRu denota la parte

entera de R. Ver Fig. 3.1.

Definamos g̃pzq “ gpz ´ nq y α cualquier 2n´tRu´2-ráız del número

fp0q2
n´1

¨ . . . ¨ fptRuq2
n´tRu´1

¨ 12n´tRu´3
¨ . . . ¨ 12tRu

¨ g̃pn´ tRuq2
tRu´1

¨ . . . ¨ g̃pn´ 1q.

También consideramos los conjuntos abiertos perturbados en HpCq,

Uk “
!

h P HpCq : }f ´ h}Bp0,Rq ă
ε

k

)

,

Ṽk “
!

h P HpCq : }g̃ ´ h}Bpn,Rq ă
ε

k

)

,

W 1
k “

"

h P HpCq : sup
zPB1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

hpzq ´
1

α

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1

k

*

and

W 2
k “

"

h P HpCq : sup
zPB2

|hpzq ´ 1| ă
1

k

*

.
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0

Bp0, Rq

R tRu` 1

B1

tRu` 2 n

Bpn,Rq

n´Rn´ tRu´ 1

B2

Figura 3.1: Los conjuntos abiertos Bp0, Rq, B1, B2 y Bpn,Rq.

Por el Teorema de Runge podemos encontrar, para cada k, un polinomio pk en UkXW
1
kXW

2
kXṼk.

Observemos que para j P N, tenemos

pkpjq Ñ

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

fpjq if j ď tRu;

1
α if j “ tRu` 1;

1 if tRu` 1 ă j ď n´ tRu´ 1;

g̃pjq if n´ tRu´ 1 ă j ď n´ 1,

cuando k Ñ8. Por la definición de α, tenemos también que cnppkq Ñ 1 cuando k Ñ8. Entonces,

para k grande vale que

}cnppkqpk ´ g̃}Bpn,Rq ď
ε

2
` |cnppkq ´ 1|}pk}Bpn,Rq ď

ε

2
` |cnppkq ´ 1|

´ε

2
` }g̃}Bpn,Rq

¯

ă ε.

Concluimos que podemos encontrar un polinomio pk con

}f ´ pk}Bp0,Rq ă ε y }g ´ Pnppkq}Bp0,Rq “ }g̃ ´ cnppkqpk}Bpn,Rq ă ε.

Esto prueba que P es mixing.

Prueba de que P es caótico

Observemos que un vector periódico para P es una función cuasiperiódica, esto es, hay un

α P C y n P N tal que fpz ` nq “ αfpzq. Si esto sucede, la homogeneidad de P fuerza a

ˆ

1

cnpfqα

˙
1

2n´1

f (3.2)

ser un vector n-periódico para P . Notemos también que si f es periódico para P , entonces λf no

es necesariamente periódico para P .

Es sabido que el conjunto de funciones periódicas es denso en HpCq. Para probar que P es

caótico vamos a mostrar que el conjunto de funciones periódicas que cumplen que
´

1
cnpfq

¯
1

2n´1
„ 1
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es también denso en HpCq. Nos resulta útil entonces tener una buena caracterización de las

funciones periódicas. Sea un segmento infinito L, comenzando en cero, tal que L X T no es una

ráız de la unidad y θ “ argpLq
2π P p1

4 ,
3
4q, y definimos Ω “ C ´ L ( y luego un rama del logaritmo

puede ser definida en Ω). Entonces, como la imagen de cualquier banda pnpθ`kq, np1`θ`kqqˆiR
v́ıa e

2πi
n
z está contenida en Ω, tenemos el siguiente resultado.

Lema 3.1.2. Si una función entera f es n-periódica entonces existe g holomorfa en Ω tal que

fpzq “ gpe
2πi
n
zq

para todo z perteneciente a cualquier banda de la forma pnpθ` kq, np1` θ` kqq ˆ iR. Rećıproca-

mente, si fpzq “ g
´

e
2πi
n
z
¯

para todo z P C, entonces f es n-periódica.

Comenzamos ahora con la prueba de la caoticidad de P .

Sea U “ th P HpCq : }h ´ g}Bp0,Rq ă εu un abierto no vaćıo de HpCq con R R N. Nues-

tro objetivo es encontrar, para algún n P N, una función n-periódica f P U tal que también

cnpfq
´1

2n´1 f P U . Por (3.2), esto implica que cnpfq
´1

2n´1 f es un vector periódico para P y luego, el

conjunto de vectores periódicos es denso en HpCq.
Sea n0 P N tal que n0 ą 4R. Como las funciones periódicas con periodo más grande que n0

son densas en HpCq [5, Sublemma 7], existe, para algún n ą n0, una función n-periódica f con

}f ´ g}Bp0,Rq ă
ε
2 . Podemos suponer que fpjq ‰ 0 para todo j P Z.

Tomemos ahora k P Z tal que Bp0, Rq está contenida en la banda pθ ` k, n ` θ ` kq ˆ iR.

Entonces, por el lema anterior, fpzq “ hpe
2πiz
n q para todo z P Bp0, Rq para una función holomorfa

h en Ω. En vez de aplicar el Teorema de Runge a la función f se lo aplicaremos a h. La función

e
2πiz
n mapea N0 a Gn, las ráıces enésimas de la unidad, a las cuales denotaremos ω0, . . . , ωn´1.

Luego, hpωjq ‰ 0 para todo ωj P Gn y tenemos que

Pnph ˝ e
2πiz
n q “ c̃nphq ¨ h ˝ e

2πiz
n ,

donde c̃nphq :“ hpω0q
2n´1

. . . hpωn´1q “ cnph ˝ e
2πiz
n q. Consideremos B1 “ te

2πiz
n : z P Bp0, Rqu y

observemos que ω0, ω1, . . . , ωtRu, y ωn´tRu, . . . ωn´1 están en B mientras que ωtRu`1, . . . , ωn´tRu´1

están en pB1
c
q. También, como n ą 4R y θ P p1

4 ,
3
4q, tenemos que B1 Ď Ω y que h es holomorfa

en B1. El Teorema de Runge nos permite encontrar h̃ tal que h̃ está cerca de h en B1 y al mismo

tiempo c̃nph̃q está cerca de 1. En efecto, tomamos B2 y B3 conjuntos abiertos tal que ωtRu`1 P B2,

ωtRu`2, . . . , ωn´tRu´1 están en B3 y B1, B2, B3 son disjuntos dos a dos. Ver Fig. 3.2.

Definimos ahora U l1, U
l
2, U

l
3 conjuntos abiertos en HpCq como

U l1 “
!

g P HpCq : }g ´ h}B1 ă
ε

l

)

,

U l2 “

"

g P HpCq : sup
zPB2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

gpzq ´
1

α

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
ε

l

*

,

U l3 “

"

g P HpCq : sup
zPB3

|gpzq ´ 1| ă
ε

l

*

;
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ω0

ωtRu

ωtRu`1

ωtRu`2

ω´tRu

ω´tRu´1

Lθ

B1

B2

B3

Figura 3.2: Los conjuntos B1, B2, B3, Lθ y Gn.

donde α es una 2n´tRu´2-ráız del número

hpω0q
2n´1

¨ . . . ¨ hpωtRuq
2n´tRu´1

¨ 12n´tRu´3
¨ . . . ¨ 12tRu

¨ hpωn´tRuq
2tRu´1

¨ . . . ¨ hpωnq.

Por el Teorema de Runge podemos encontrar, para todo l, un polinomio hl P U
l
1 X U l2 X U l3.

Por la elección de hl y α, c̃nph
lq Ñ 1 y }hl ´ h}B1 Ñ 0 cuando l tiende a infinito. Luego,

}cnphl ˝ e
2πiz
n q

´1
2n´1hl ˝ e

2πiz
n ´ f}Bp0,Rq “ }c̃nphlq

´1
2n´1hl ˝ e

2πiz
n ´ h ˝ e

2πiz
n }Bp0,Rq Ñ 0.

Tenemos entonces que para l suficientemente grande, cnphl ˝ e
2πiz
n q

´1
2n´1hl ˝ e

2πiz
n P U . Finalmente

por el Lema 3.1.2, hl ˝ e
2πiz
n es n-periódico y por (3.2) cnphl ˝ e

2πiz
n q

´1
2n´1hl ˝ e

2πiz
n es un vector

periódico para P .

Prueba de que P es frecuentemente hiperćıclico

Para probar la existencia de vectores frecuentemente hiperćıclicos usaremos el siguiente re-

sultado [32, Lemma 2.5].

Lema 3.1.3. Existen subconjuntos disjuntos dos a dos An,m de los números naturales, cada uno

de ellos con densidad inferior positiva y tal que para cualquier k P An,m, k1 P An1,m1 vale que

k ą m, y |k ´ k1| ą m`m1 si k ‰ k1.

Probaremos ahora que P admite vectores frecuentemente hiperćıclicos. Nuestra prueba sigue

el Ejemplo 9.6 en [58] junto a una aplicación cuidadosa del Teorema de Runge.

Sean An,m los subconjuntos dados por el lema anterior y consideremos pkjqj Ď N la sucesión

creciente formada por
Ť

An,m. Si kj P An,m definimos Bj “ Bpkj , rjq, donde rj “
m
2 `

1
m es un

radio no natural. Deducimos por el anterior lema que los Bj son disjuntos dos a dos. Sea ppnqn

una sucesión densa en HpCq tal que pnplq ‰ 0 para todo l P Z, n P N.
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Aplicando el Teorema de Runge recursivamente encontraremos pfjqj Ď HpCq tal que fj

aproxima a p̃jpzq :“ pnpz ´ kjq en Bj , donde n es el único número natural tal que kj P An,m, tal

que ckj pfq está cerca de 1, y tal que fjplq ‰ 0 para todo l P Z. Para lograr esto, sea pεjqj P `1

una sucesión de números positivos tal que εj ă
1
m si kj P An,m. Definiremos inductivamente una

sucesión de funciones enteras y una sucesión de números positivos pδjqj que cumplan

(a) }fj`1 ´ fj}Bp0,kj` 1
kj
q ă δj ,

(b) }ckj`1
pfj`1qfj`1 ´ p̃j`1}Bj`1 ă δj ,

(c) δj`1 ă mı́ntεj`1, εj`2{2, γj`1u,

(d) δj`1 ă γl0 ´
řj
l“l0

δl, para l0 “ 1, . . . , j y

(e) fj`1 no tiene ceros en Z,

donde γj es un número positivo que depende de fj como sigue. Para cualquier g P HpCq y j P N,

sea Φj : Ckj Ñ C definido como

Φj

`

x0, . . . , xkj´1

˘

:“ x2kj´1

0 ¨ . . . ¨ xkj´1.

Luego, si tomamos

Kg,j “ sup
|z|ăkj`1

|gpzq|,

tenemos que Φj es uniformemente continua en el producto de los discos cerrados Π
kj
l“1Bp0,Kg,j ` }ε}1q Ă

Ckj y que

ckj pgq “ Φjpxg,jq,

donde xg,j es el vector pgp0q, . . . , gpkj ´ 1qq. Como Φj es uniformemente continua, dado el número
εj

2pKg,j`}ε}1q
ą 0 existe γg,j ą 0 tal que para todos x, y P Bp0,Kg,j ` }ε}1qˆ¨ ¨ ¨ˆBp0,Kg,j ` }ε}1q

tenemos que

if }x´ y}8 ă γg,j then |Φjpxq ´ Φjpyq| ă
εj

2pKg,j ` }ε}1q
. (3.3)

Una vez fijada fj , γj será definido como γj :“ γfj ,j .

Comenzamos definiendo f1pzq “ p̃1pzq (luego hemos definido γ1 :“ γf1,1). Tomamos δ1 ą 0

de modo que

δ1 ă mı́ntε1, ε2{2, γ1u.

Supongamos ahora que hemos contruido f1, . . . fj P HpCq y δ1, . . . , δj P Rą0 satisfaciendo

(a)-(e). Vamos a definir ahora fj`1 y δj`1.

Consideremos B1
j`1 y B2

j`1 abiertos disjuntos tal que kj`1 P B1
j`1, tkj`2, . . . , kj`1´trj`1u´

1u Ď B2
j`1, y tal que t|z| ă kj `

1
kj
u, B1

j`1, B
2
j`1, Bj`1 son disjuntos. See Fig. 3.3.

Aplicando el Teorema de Runge podemos encontrar funciones enteras gl cumpliendo

(i) }gl ´ fj}Bp0,kj` 1
kj
q ă

εj
l ,
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kj `
1
kj

kj ` 1 kj ` 2 kj`1 ´ trj`1u

kj`1 ´ trj`1u´ 1

kj`1

Bp0, kj `
1
kj
q

Bj`1B2
j`1B1

j`1

Figura 3.3: Los conjuntos abiertos Bp0, kj `
1
kj
q, B1

j`1, B2
j`1 y Bj`1.

(ii) supzPB1
j`1
|glpzq ´ dj | ă

εj
l ,

(iii) supzPB2
j`1
|glpzq ´ 1| ă

εj
l ,

(iv) }gl ´ p̃j`1}Bj`1 ă
εj
l y

(v) gl no tiene ceros en Z;

donde 1{dj es una ráız 2kj`1´kj´2-ésima del número

fjp0q
2kj`1´1

¨. . .¨fjpkjq
2kj`1´kj´1

¨12kj`1´kj´3

¨. . .¨12trj`1u

¨p̃j`1pkj`1´trj`1uq2
trj`1u´1

¨. . .¨p̃j`1pkj`1´1q,

de modo que ckj`1
pglq tiende a 1 cuando lÑ8. Tomemos ahora l suficientemente grande tal que

εj`1

l ă δj y tal que

}ckj`1
pglqgl ´ p̃j`1}Bj`1 ď |ckj`1

pglq ´ 1| ¨ }gl}Bj`1 ` }gl ´ p̃j`1}Bj`1

ď |ckj`1
pglq ´ 1| ¨

´

}p̃j`1}Bj`1 `
εj
l

¯

`
εj
l
ă δj .

Para tal l tomamos fj`1 :“ gl. Observemos que el número γj`1 ą 0 queda determinado. Final-

mente tomamos δj`1 ą 0 tal que

δj`1 ă mı́n

#

εj`1,
εj`2

2
, γj`1, γj ´ δj , γj´1 ´ δj ´ δj´1, . . . , γ1 ´

j
ÿ

l“1

δl

+

.

Esto concluye la construcción de pfjqj y pδjqj satisfaciendo (a)-(e).

Definimos ahora f como

f :“ f1 `

8
ÿ

j“1

pfj`1 ´ fjq.

Notemos que (d) implica que
ÿ

něj

δn ď γj ,

y en particular, la sucesión pδjqj P `1. Luego, (a) y el hecho de que kj `
1
kj
Ñ 8 implican que f

es una función entera y que f “ ĺımjÑ8 fj . Más aún,

ckj pfq “ Φpxf,jq,
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donde xf,j “
´

fjp0q `
ř

nějpfn`1p0q ´ fnp0qq, . . . , fjpkj ´ 1q `
ř

nějpfn`1pkj ´ 1q ´ fnpkj ´ 1qq
¯

.

Además, por (a) y (c), los vectores xf,j y xfj ,j pertenecen aBp0,Kfj ,j ` }ε}1qˆ¨ ¨ ¨ˆBp0,Kfj ,j ` }ε}1q

y como

}xf,j ´ xfj ,j}8 ď sup
|z|ăkj´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

něj

fn`1pzq ´ fnpzq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ÿ

něj

δn ď γj ,

por (3.3) obtenemos

|ckj pfq ´ ckj pfjq| “ |Φjpxf,jq ´ Φjpxfj ,jq| ď
εj

2pKj ` }ε}1q
. (3.4)

Sea z P Bj , entonces usando (a),(b),(c),(3.4),

|ckj pfqfpzq ´ pnpz ´ kjq| ď |ckj pfjqfpzq ´ pnpz ´ kjq| ` |
`

ckj pfq ´ ckj pfjq
˘

fpzq|

ď δj´1 `
εj

2pKj ` }ε}1q
|fpzq|

ď
εj
2
`

εj
2pKj ` }ε}1q

p|fjpzq| `
ÿ

něj

|fn`1pzq ´ fnpzq|q

ď
εj
2
`

εj
2pKj ` }ε}1q

pKj `
ÿ

něj

εnq ď εj .

Por lo tanto, para kj P An,m tenemos que,

sup
|z|ăm

2
` 1
m

|P kjfpzq´ pnpzq| “ sup
zPBj´kj

|P kjfpzq´ pnpzq| “ sup
zPBj

|ckj pfqfpzq´ pnpz´ kjq| ď εj ă
1

m
.

Notemos que los conjuntos

Un,m :“

#

h P HpCq : sup
|z|ăm

2
` 1
m

|hpzq ´ pnpzq| ă
1

m

+

,

con n,m P N, forman una base de abiertos de HpCq. Finalmente como para k P An,m, P kpfq P

Un,m y cada An,m tiene densidad inferior positiva, concluimos que f es un vector frecuentemente

hiperćıclico para P .

3.2. Ejemplos de polinomios no hiperćıclicos en HpCq

El propósito de esta sección es mostrar como muchos polinomios naturales en HpCq fallan en

ser hiperćıclicos. En vista de los resultados probados en la sección anterior, y el hecho de que la

dinámica de los operadores traslación y diferenciación en HpCq comparten muchas propiedades,

un candidato natural a ser hiperćıclico es el polinomio homogéneo P pfq :“ fp0q ¨f 1. Otra motiva-

ción favorable viene del estudio de los operadores bilineales en HpCq. Bès y Conejero consideraron

en [24, Section 4] el operador bilineal Mpf, gq “ fp0qg1, y mostraron que es hiperćıclico (en el

sentido definido por los autores, ver también el Teorema 4.1.4 en el siguiente caṕıtulo donde se

muestra una prueba alternativa de este hecho). Como Mpf, fq “ P pfq es razonable esperar que

P sea también hiperćıclico. Sorprendentemente el polinomio falla en ser hiperćıclico.
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Proposición 3.2.1. El polinomio homogéneo P pfq :“ fp0qf 1pzq no es hiperćıclico.

Demostración. Las iteraciones de una función f son de la forma Pnpfq “ cnpfqf
pnq, con

cnpfq “ fp0q2
n´1

f 1p0q2
n´2

. . . f pn´1qp0q.

Este hecho puede ser fácilmente probado por inducción. También cnpfq puede ser definido por

las relaciones de recurrencias
$

&

%

c1pfq “ fp0q;

cnpfq “ cn´1pfq
2f pn´1qp0q.

Definamos X Ď HpCq como X :“ tf P HpCq : ĺım sup |cnpfqpn!q2Rn| “ 8, para algún R ą 1u,

el cual jugará el rol de conjunto de Julia. La prueba será dividida en tres partes:

1. X es P -invariante.

2. 0 no está en la clausura de X.

3. Si f R X entonces f no es un vector hiperćıclico de P .

Si probamos (1), (2) y (3) entonces se deduce que P no es hiperćıclico.

Prueba de (1). Notemos que ck`1pfq “ fp0qckpP pfqq. Tomemos f P X y sea R ą 1 tal que

ĺım sup |cnpfqpn!q2Rn| “ 8. Entonces Pf P X, porque

ĺım sup
ˇ

ˇcnpPfqpn!q2pR` 1qn
ˇ

ˇ “ ĺım sup

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cn`1pfqppn` 1q!q2Rn`1 pR` 1qn

fp0qpn` 1q2Rn`1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 8.

Prueba de (2). Supongamos que pfkqk Ď X es una sucesión que tiende a cero. Como cn es

continua, existe una sucesión pknqn Ď N con |cnpfknq| ă
1

22n
. Tomando una subsucesión, podemos

suponer que

|cnpfnq| ă
1

22n
.

Afirmamos que para cada n, existen j ě 0 tal que |f
pj`nq
n p0q| ą pj ` nqj`n. En efecto, si

|f
pj`nq
n p0q| ď pj`nqj`n para todo j ě 0 entonces probamos por inducción que |cj`npfnq| ă

1

22
n`

j
2

para todo j ě 0. Ya lo sabemos para j “ 0. Supongamos que vale para j. Notemos que para todo

par n, j, tenemos que
2pn`jq log2pn`jq

2p
?

2´1q2n`
1`j
2

ď 1.

Luego,

|cn`j`1pfnq| “ |c
2
n`jpfnq||f

pj`nq
n p0q| ď

1

22n`1`
j
2

|f pj`nqn p0q|

ď
1

22n`1`
j
2

2pn`jq log2pn`jq

“
2pn`jq log2pn`jq

22n`
j
2`

1
2 2p

?
2´1q2n`

j
2`

1
2

ď
1

22n`
j`1
2

.
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Esto implica que fn no está en X, lo cual es una contradicción.

Por lo tanto |f
pj`nq
n p0q| ą pj`nqj`n para algún j ě 0. Recordemos que las seminormas dadas

por

}f}k “ sup
j
|f pjqp0q|

kj

j!
,

definen la topoloǵıa de HpCq (ver por ejemplo [74, Example 27.27] o [77]).

Para cada n, sea jn ě 0 tal que |f
pjn`nq
n p0q| ą pjn ` nq

jn`n. Luego,

}fn}k “ sup
j
|f pjqn p0q|

kj

j!
ą |f pjn`nqn p0q|

kjn`n

pn` jnq!
ą 1.

Esto contradice el hecho de que fn Ñ 0.

Prueba de (3). Supongamos que |cnpfqpn!q2| ď L ă 8 para todo n ě 0. Luego, aplicando las

desigualdades de Cauchy, tenemos que para algunos M, r ą 0,

|δ0pP
n`1fq| “ |cn`1pfqf

pn`1qp0q| ď
L

pn!q2
Mpn` 1q!

rn`1
Ñ 0.

Por lo tanto f no es un vector hiperćıclico.

A pesar de no ser hiperćıclico el polinomio P pfq “ fp0qf 1 tiene dinámica interesante. En

efecto, es cuasiconjugado al polinomio Q “ e11B P Pp2`1q, estudiado en el caṕıtulo anterior.

Proposición 3.2.2. El polinomio P pfq “ fp0qf 1pzq, P P Pp2HpCqq es cuasiconjugado al poli-

nomio Qpfq :“ e11B, Q P Pp2`1q v́ıa el morfismo Φp
ř8
j“1 xj`1ejq “

ř8
j“0 xj`1

zj

j! .

`1

��

e11B // `1

��
HpCq δ0D // HpCq

Demostración. Probamos primero que Φ está bien definida. En efecto, }
ř8
j“0 xj

zj

j! }k ď }x}1}
ř8
j“0 1¨

zj

j! }k “ }x}1}e
z}k.

Si x P `1 tenemos que Φpe11Bqpxq “ Φ
´

x1 ¨
ř8
j“0 xj`1ej

¯

“ x1 ¨

´

ř8
j“0 xj`2

zj

j!

¯

“ δ0 ¨

D
´

ř8
j“0 xj`1

zj

j!

¯

“ δ0DpΦpxqq.

No hemos definido aún la noción de δ-densidad para espacios de Fréchet. Dadas las seminormas

ρn induciendo la topoloǵıa de X diremos que un polinomio P es δ-hiperćıclico si existe una

sucesión δn y x P X tal que para cada ρn e y P X existe un j tal que ρnpP
jpxq ´ yq ă δn.

Aplicando el Teorema 2.2.16 obtenemos el siguiente teorema.

Corolario 3.2.3. Sea P P Pp2HpCqq, P pfq “ fp0q ¨ f 1. Entonces existe f P HpCq tal que f es

un vector débil hiperćıclico, Γ-superćıclico para todo Γ tal que 0 es punto de acumulación de Γ y

δ-hiperćıclico para alguna sucesión pδnqn. Más aún el polinomio es Γ-superćıclico para todo Γ no

acotado.
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Aron y Miralles [6] probaron que el polinomio P P Pp2CkpRqq definido como P pfqpzq “

fpz ` 1q2 es hiperćıclico. Sin embargo, si consideramos la aplicación análoga, pero en HpCq,
entonces el polinomio falla rotundamente en ser hiperćıclico. La rigidez de las funciones holomofas

obstruye nuestra búsqueda de polinomios homogéneos hiperćıclicos. En particular, el teorema de

Hurwitz impone restricciones a este tipo de problema. Ésto ya fue notado en [4], cuando los

autores buscaban álgebras de vectores hiperćıclicos.

Proposición 3.2.4. Sean a, b P C y P P Pp2HpCqq el polinomio definido como

P pgqpzq “ gpz ` aqgpz ` bq.

Si f es un punto de acumulación de una órbita de P entonces ó bien f es idénticamente nula ó

fpzq ‰ 0 para todo z P C. En particular, P no es hiperćıclico.

Demostración. Notemos que si g P HpCq, entonces

P kpgqpzq “
k
ź

j“0

gpz ` ja` pk ´ jqbqp
k
jq. (3.5)

Sea f P HpCq y supongamos que f tiene un cero de orden m ě 1 en z0. Si P klpgq converge

uniformemente a f en Bpz0, 2p|a| ` |b|qq, tenemos por el Teorema de Hurwitz’s que, para cada

radio suficientemente chico δ ą 0, hay un l0 tal que para cada l ě l0 la cantidad de ceros de

P klpgq en Bpz0, δq es m. Luego, para cada l ě l0 hay un jl ď kl tal que gp¨ ` jla ` pkl ´ jlqbq

tiene un cero de orden positivo en Bpz0, δq. Pero esto implica que, por (3.5), que P klpgq tiene que

tener otro cero de orden ě kl en Bpz0` a´ b, δq (o en Bpz0´ a` b, δq si jl “ kl), y luego f tiene

que ser idénticamente nula.

Contrariamente fue probado en [4] que el operador de diferenciación admite un álgebra de

vectores hiperćıclicos. Sin embargo, el Teorema de Hurwitz también impide que potencias del

operador diferenciación sean hiperćıclicos.

Proposición 3.2.5. Sea P P Pp2HpCqq uno de los siguientes polinomios

(i) P pgqpzq “ g1pzq2,

(ii) P pgqpzq “ gpzqg1pzq.

Entonces, P no es hiperćıclico.

Demostración. Solo probamos (i), ya que la demostración de (ii) es análoga. Notemos que si

g1pz0q “ 0 entonces pP pgqq1pz0q “ 0. Supongamos que Pnkpgq Ñ z2. Entonces Pnkpgq1 Ñ 2z. Por

el Teorema de Hurwitz, existe k0 tal que para todo k ě k0, Pnkpgq1 tiene un cero de orden 1 en

Bp0, 1q. Luego Pnpgq1 tiene un cero de orden al menos 1 en Bp0, 1q para todo n ě nk0 . Concluimos

que g no es hiperćıclico para P .
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Caṕıtulo 4

Operadores multilineales

hiperćıclicos en espacios de Banach

Como una extensión natural de la teoŕıa de de los polinomios homogéneos uno puede con-

siderar órbitas de operadores multilineales. Al considerar la órbita inducida por un operador

multilineal surge un primer problema¿ Cuál es la noción correcta de órbita ? Mientras que el n-

estado de una aplicación continua f es la enésima composición de su estado inicial, no podemos

componer canónicamente a M ni siquiera una vez, ya que M : X ˆX . . .X Ñ X.

Los primeros en estudiar este problema fueron Grosse-Erdmann y Kim [56] y, para evitar las

limitaciones impuestas por la bola ĺımite, definieron la órbita inducida por un operador bilineal

de la mayor forma posible. Recordemos su definición. Dados X un espacio de Banach y vectores

x, y P X la órbita inducida por un operador bilineal M P Lp2X;Xq con condiciones iniciales px, yq

es Yně0M
n donde los n-estados Mnpx, yq son inductivamente definidos como M0px, yq “ tx, yu y

Mnpx, yq “ Mn´1px, yq Y tMpz, wq : z, w P Mn´1u. Un operador bilineal se dice bihiperćıclico si

existe una órbita densa en X. Con esta definición la noción de bola ĺımite sigue presente. Si ambos

x, y pertenecen a 1
}M}BX entonces toda la órbita tiende a cero. En [56], algunos resultados sobre

operadores bihiperćıclicos fueron obtenidos. Por ejemplo, el conjunto de vectores bihiperćıclicos

es Gδ pero nunca residual. Además los autores lograron producir operadores bilineales (no nece-

sariamente simétricos) bihiperćıclicos en espacios de Banach arbitrarios (incluso en el caso finito

dimensional). Sin embargo, no se sabe si el operador puede ser tomado simétrico y la siguiente

pregunta fue propuesta. (ver [56, p. 708]).

Pregunta A. Sea X un espacio de Banach separable¿ Existe un operador bilineal simétrico

en Lp2Xq?
La definición de órbita inducida por un operador multilineal no es canónica y otras interpreta-

ciones son posibles. Mientras que el estado enésimo de las iteraciones de un operador lineal depen-

de únicamente del paso anterior (xn “ T pxn´1q) , seŕıa deseable que el enésimo estado de un ope-

rador m-lineal dependa de los m-pasos anteriores. Bès y Conejero [24] definieron la órbita inducida

por un operador multilineal M con condiciones iniciales x1´m, . . . x0 como OrbM pxm´1, . . . x0q “

Yntxnu, donde cada xn se define inductivamente como xn “ Mpxn´m, . . . , xn´1q. Un operador
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Caṕıtulo 4. Operadores multilineales hiperćıclicos en espacios de Banach

multilineal se dice hiperćıclico si existen x1´m, . . . , x0 P X tal que OrbM px1´m, . . . x0q es denso

en X. Como la órbita en el sentido de Bés y Conejero está contenida en la órbita en el sentido

de Grosse-Erdmann y Kim se sigue que un operador bilineal hiperćıclico es bihiperćıclico. Está

contención implica que también en este caso hay una noción de bola ĺımite para espacios de

Banach, si m vectores consecutivos pertenecen a n 1
}M}m´1BX , entonces la órbita tiende a cero

y luego el conjunto de vectores hiperćıclicos no es residual. En [24] fueron obtenidos ejemplos de

operadores multilineales en espacios de Fréchet no normables, incluyendo HpCq y CN. También

fue probado que todo espacio de Banach, de dimensión infinita y separable, admite un opera-

dor multilineal superćıclico (i.e. COrbM px1´m,...,x0q “ X). Sin embargo, no se conocen ejemplos

de operadores multilineales en espacios de Banach ni operadores multilineales hiperćıclicos sin

conjunto de vectores hiperćıclicos residual. Las siguientes preguntas fueron propuestas en [24,

Section 5].

Pregunta B. Sea X un espacio de Fréchet y M un operador multilineal hiperćıclico¿ Es el

conjunto de vectores hiperćıclicos residual?

Pregunta C ¿ Existen operadores multilineales hiperćıclicos en espacios de Banach?

Por supuesto una respuesta positiva a la pregunta B implica una respuesta negativa a la C.

La estructura del caṕıtulo es la siguiente. En la Sección 4.1 proponemos una noción de transiti-

vidad para operadores multilineales y analizamos ejemplos de operadores multilineales hiperćıcli-

cos en espacios de Fréchet no normables con y sin conjunto de vectores hiperćıclicos residuales.

En particular respondemos la Pregunta B mostrando un operador multilineal hiperćıclico sin

conjunto residual de vectores hiperćıclicos. En la Sección 4.2 respondemos la Pregunta C de for-

ma positiva. Más aún, construimos operadores multilineales hiperćıclicos en espacios de Banach

arbitrarios. En la sección 4.3 estudiamos el operador bilineal e11pxqBωpyq ` e11pyqBpxq, que es la

simetrización del polinomios e11 ¨ Bω estudiado en el Caṕıtulo 2. Usando la teoŕıa de los conjun-

tos de Julia probamos que en todo espacio de Banach separable y de dimensión infinita existen

operadores bilineales simétricos bihiperćıclicos

El contenido de este caṕıtulo está basado en el trabajo [34].
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4.1. Operadores multilineales hiperćıclicos en espacios de Fréchet no normables

4.1. Operadores multilineales hiperćıclicos en espacios de Fréchet

no normables

La órbita de un operador m-lineal M con condiciones iniciales px1´m, . . . , x0q fue definido en

[24] como el conjunto

OrbM px1´m, . . . , x0q “ Yně1´mtxnu,

donde cada xn se define inductivamente como xn :“Mpxn`1´m, . . . xnq. El operador m-lineal se

dice hiperćıclico (en el sentido de Bès-Conejero [24]) si existe una m-tupla px1´m, . . . , x0q P X
m

tal que la órbita m-lineal de M con condiciones iniciales px1´m, . . . , x0q es densa en X. En este

caso decimos que px1´m, . . . , x0q es un vector hiperćıclico de M .

Una familia de funciones tfn : n P Nu, fn : X Ñ Y , se dice universal si existe x P X tal

que la órbita tfnpxq : n P Nu es densa en Y . Además, la familia se dice transitiva si para todo

par de abiertos U Ď X y V Ď Y , existe n tal que fnpUq X V ‰ H. Por lo tanto, si definimos

inductivamente

M1px1´m, . . . , x0q “Mpx1´m, . . . , x0q,

...

Mmpx1´m, . . . , x0q “Mpx0,M
1px1´m, . . . , x0q, . . . ,M

m´1px1´m, . . . , x0qq,

Mnpx1´m, . . . , x0q “MpMn´mpx1´m, . . . , x0q, . . . ,M
n´1px1´m, . . . , x0qq, for n ą m;

tenemos por definición que un operador M m-lineal es hiperćıclico si y sólo si la familia tMn : n P

Nu, Mn :

m
hkkkkkkikkkkkkj

X ˆ . . .ˆX Ñ X es universal. Como los vectores universales de una familia universal

son Gδ se sigue que el conjunto de vectores hiperćıclicos de un operador multilineal es Gδ.

Es bien sabido (ver [55]) que si X es un espacio métrico separable e Y es separable, entonces

una familia es transitiva si y sólo si es universal y los vectores universales son residuales. Luego, si

la familia tMnu es transitiva entonces M resulta hiperćıclica con conjunto de vectores hiperćıclicos

residual. Esto nos permite dar una noción de transitividad para un operador m-lineal M .

Definición 4.1.1. Un operador m-lineal M se dice fuertemente transitivo si la familia tMnu es

transitiva. Equivalentemente, M es hiperćıclico con conjunto de vectores hiperćıclicos residual.

Luego, la Pregunta B puede ser reformulada de la siguiente manera:

Sea X un espacio de Fréchet y M un operador m-lineal hiperćıclico¿ Es necesariamente M

fuertemente transitivo?

Notemos que si X es un espacio de Banach, entonces ningún operador m-lineal es fuerte-

mente hiperćıclico. En efecto, de la misma forma que ocurre para polinomios homogéneos y

para operadores bilineales bihiperćıclicos [56], es posible definir una noción de bola ĺımite: si

x1´m, . . . x0 P
1

}M}m´1BX entonces la órbita OrbMtx1´m, . . . , x0u está contenida en 1
}M}m´1BX ,

más aún la órbita es una sucesión que converge a cero. Luego, el conjunto de vectores hiperćıclicos

no es denso en Xm y en consecuencia el operador no es fuertemente transitivo.
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En [24] fue probado que el operador multilineal M “ e11 b ¨ ¨ ¨ b e11 b B es hiperćıclico en

CN, donde CN es el espacio de sucesiones complejas con sistema fundamental de seminormas

}a}k “ máxjďk |aj | y B es el operador coshift. Además los autores probaron que el conjunto de

vectores hiperćıclicos es residual, luego se sigue que M es fuertemente transitivo. Seguiremos otra

aproximación la cual creemos más simple. Probaremos que M es fuertemente transitivo.

Proposición 4.1.2. Sea M P LpmCNq, Mpx1´m, . . . , x0q “ rx1´ms1 . . . rx´1s1Bpx0q. Entonces

M es fuertemente transitivo.

Demostración. Las iteraciones de un vector px1´m, . . . , x0q son de la forma

Mnpx1´m, . . . , x0q “ cnpx1´m, . . . , x0qB
npx0q,

donde cnpx1´m, . . . , x0q es una función continua que depende únicamente en rx1´ms1, . . . , rx´1s1

y en las n ´ 1 primeras coordenadas de x0. Aplicando un argumento inductivo se sigue que los

pesos cn satisfacen la relación recursiva cm`j`1 “ cj`1 ¨ ¨ ¨ cj`mrx0sj`2 ¨ ¨ ¨ rx0sj`m.

Sean U1´m, . . . U0 conjuntos abiertos. Como la familia de conjuntos Bε,k,x “ ty : }x´y}k ă εu

es una base de conjuntos abiertos para la topoloǵıa de CN, podemos suponer que Bε,k,w Ď U0

para algún k ą m, w P CN. Vamos a mostrar que MkpU1´m, . . . U0q es CN. Para i ă m sea

xi´m P Ui´m tal que rxi´ms1 ‰ 0 y x0 P Bε,k,w cumpliendo además que rx0sj ‰ 0 si 1 ď j ď k.

Sean z P CN y S el operador shift. Tenemos que x0`
Skpzq

ckpx1´m,...,x0q
P U0 y como cn lee únicamente

las primeras coordenadas de x1´m, . . . x´1 y las primeras n´ 1 coordenadas de x0,

Mk

ˆ

x1´m, . . . , x1, x0 `
Skpzq

ckpx1´m, . . . , x0q

˙

“ ckpx1´m, . . . , x0qB
k

ˆ

x0 `
Skpzq

ckpx1´m, . . . , x0q

˙

“ z.

Recordemos que la órbita inducida por un polinomio homogéneo P pyq “ ϕpyqT pyq, donde ϕ

es un funcional lineal y T es un operador lineal es de la forma cnpyqT
npyq, (ver 2.5) donde

cnpyq “ ϕpyq2
n´1

. . . ϕpTn´1pyqq.

La órbita inducida por un operador bilineal Mpx, yq Ñ ϕpxq ¨ T pyq es levemente distinta de

la órbita inducida por P . En este caso obtenemos que Mnpx, yq “ cnpx, yqT
npyq, donde

cnpx, yq “ ϕpxqFnϕpyqFn´1 . . . ϕpTn´2pyqqF1 ,

y Fn es la sucesión de Fibonacci:

Fn :“

$

&

%

1 si n “ 1, 2

Fn´1 ` Fn´2 en caso contrario.

En efecto, Mpx, yq “ ϕpxqT pyq, M2px, yq “Mpy, ϕpxqT pyqq “ ϕpxqϕpyqT 2pyq y si n ě 3,

Mnpx, yq “M
`

cn´2px, yqT
n´2pyq, cn´1px, yqT

n´1pyq
˘

ϕ
`

cn´2px, yqT
n´2pyq

˘

cn´1px, yqT
n´1pyq

“ cn´1px, yqcn´2px, yq ¨ T
n´2pyq “ cnpx, yqT

n´2pyq.
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A pesar de que el comportamiento asintótico de Fn
Fn´1

y 2n

2n´1 parecen ser similares, la diferencia más

importante es que el valor ϕpTn´1qpyq no aparece en el producto de cnpx, yq. Esta consideración

va a jugar un rol importante para probar el Teorema 4.1.4.

Adaptando las técnicas desarrolladas en el caṕıtulo anterior para probar que el polinomio

P pfq “ fp0qfp¨ ` 1q es hiperćıclico en HpCq probaremos que el operador bilineal Mpf, gq “

fp0qgp¨ ` 1q es fuertemente transitivo en HpCq.

Teorema 4.1.3. El operador bilineal B P Lp2HpCqq definido como Bpg, fqpzq “ gp0qfpz ` 1q es

fuertemente transitivo.

Demostración. Recordemos que Bnpg, fq “ cnpg, fqfpz ` nq, donde

cnpg, fq “ gp0qFnfp0qFn´1 . . . fpn´ 2q

y Fn es la sucesión de Fibonacci clásica. Sean U1, U2, V conjuntos abiertos no vaćıos. Podemos

suponer que

U1 “ th P HpCq : }h´ f1}Bp0,Rq ă εu,

U2 “ th P HpCq : }h´ f2}Bp0,Rq ă εu,

V “ th P HpCq : }h´ g}Bp0,Rq ă εu;

donde R ą 2, R no es un número natural y g, f1, f2 no tienen ceros en los números enteros. Vamos

a probar que B2n0pf1, hq P V , para algún h P U2, donde n0 “ tRu ` 1. Notemos que R ă n0 ă

2n0 ´ R ă n0 ` 1. Luego, n0 es el único número natural tal que tk P N : R ă k ă 2n0 ´ Ru, y

r0, 2n0s X N Ď r0, Rs Y tn0u Y r2n0 ´R, 2n0s.

Consideramos ahora para cada l P N,

U l2 “ th P HpCq : |hpzq ´ f2pzq| ă
ε

l
para todo z P Bp0, Rqu

V l “ th P HpCq : |hpzq ´ gpz ´ 2n0q| ă
ε

l
para todo z P Bp2n0, Rqu,

W l “ th P HpCq : |hpzq ´ α| ă
ε

l
para todo z P Bpn0, δqu,

donde δ es lo suficientemente chico tal que Bp0, Rq, Bp2n0, Rq, Bpn0, δq son disjuntos dos a dos

y 1
α es cualquier ráız Fn0´1-ésima del número

f1p0q
F2n0f2p0q

F2n0´1f2p1q
F2n0´2 . . . f2pn0 ´ 1qFn0gp´n0 ` 1qFn0´2 . . . gp´2qF1 .

Por el Teorema de Runge existe, para cada l, una función hl P U
l
2 X V l XW l. Por lo tanto,

}hl ´ f2}Bp0,Rq Ñ 0, }hl ´ τ´2n0g}Bp2n0,Rq Ñ 0 y }hl ´ α}Bpn0,δq Ñ 0, as l Ñ 8. Notemos que,

por la elección de α, c2n0pf1, hlq Ñ 1. Luego tenemos que,

}c2n0pf1, hlqhl ´ τ´2n0g}Bp2n0,Rq ď |c2n0pf1, hlq ´ 1| ¨ }hl}Bp2n0,Rq ` }hl ´ τ´2n0g}Bp2n0,Rq

ď |c2n0pf1, hlq ´ 1| ¨ }hl ´ τ´2n0g}Bp2n0,Rq

` |c2n0pf1, hlq ´ 1| ¨ }τ´2n0g}Bp2n0,Rq `
ε

l
Ñ 0.
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Tenemos entonces que para l suficientemente grande,

}c2n0pf1, hlqhl ´ τ´2n0g}Bp2n0,Rq ă ε

o equivalentemente B2n0pf1, hlq P V . Como f1 P U1 y hl P U2, concluimos que B es un operador

multilineal hiperćıclico.

En [24] fue probado que el operador bilineal M P L2pHpCqq, Mpf, gq “ fp0qg1 es hiperćıclico

(notar que, en contraste, el polinomio homogéneo asociado f ÞÑ f 1p0qf no es hiperćıclico, ver

Teorema 3.2.1). Aqúı presentamos otra prueba la cual creemos más sencilla. Probamos además

que el operador no es fuertemente transitivo y luego el conjunto de vectores hiperćıclicos no es

residual. Esto responde la Pregunta B. La prueba explota el hecho de que el valor gpn´2qp0q no

aparece en el producto de la definición de cnpf, gq.

Teorema 4.1.4. Sea Mpf, gq “ fp0qg1pzq. Entonces M es hiperćıclico y no fuertemente transi-

tivo.

Demostración. Recordemos que Mnpf, gqpzq “ cnpf, gqg
pnqpzq, donde

cnpf, gq “ fp0qFngp0qFn´1 ¨ . . . ¨ gpn´2qp0qF1

y pFnqn es la sucesión de Fibonacci clásica. Los pesos cn satisfacen además las relaciones recursivas
$

’

’

’

&

’

’

’

%

c1pf, gq “ fp0q;

c2pf, gq “ fp0qgp0q;

cn`1pf, gq “ cnpf, gqcn´1pf, gqg
pn´2qp0q.

Vamos a exhibir un vector universal del tipo p1, fq. Vamos a escribir entonces cnpfq en vez de

cnp1, fq. La idea es construir una función Q tal que para alguna sucesión pnjqj , M
nj p1, Qq “ Qpnjq

(i.e. cnj pQq “ 1) y tal que Qpnjq´pj Ñ 0 para una sucesión densa apropiada de polinomios tpjuj .

Para λ P C , sea λ
1
n la ráız enésima de λ cuyo argumento es argpλq

n , de forma que λ
1
n Ñ 1

para todo λ.

Dado un polinomio ppzq “
řn
l“0 al

zl

l! vamos a considerar su primitiva usual Ippq :“
řn`1
l“1 al´1

zl

l! .

Sea tpnun una sucesión densa de polinomios de modo que si pnpzq “
řn
i“0 ai,nz

i entonces se

cumple que para 0 ď i ď n 1
n ď |ai,n| ď n y que ai,n “ 0 si i ą n.

Vamos a construir nuestra función universal de forma inductiva. El primer paso es simple. Sea

n1 “ 3. Definimos Q1 como α1 ` a0,1z ` a1,1
z2

2! ` β1
z3

3! , donde α1 y β1 son números complejos tal

que los pesos c4pQ1q y c5pQ1q son ambos uno. Como |a0,1| “ |a1,1| “ 1 se sigue que |α1| “ |β1| “ 1.

Paso 2: Para un número grande n2 a ser determinado consideramos los únicos números com-

plejos α2 y β2 tal que Q2 “ Q1 ` α2
z4

4! ` I5p2 `
řn2´1
l“8 1 z

l

l! ` β2
zn2
n2! satisfacen que cn2`1pQ2q y

cn2`2pQ2q son iguales a uno.

Afirmamos que si C ą 0 tal que

j
Fk`1´1

Fk ď C2j para todo j, k, (4.1)
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entonces α2 ă C2n1`1 y, para n2 suficientemente grande, β2 ă C2n2 . Para esto notemos que,

como c5pQ2q y c4pQ2q son ambos iguales a uno, entonces M5p1, Q2q “ Q
p5q
2 “ Mp1, Q

p4q
2 q y

M6p1, Q2q “ Q
p4q
2 p0qQ

p6q
2 “ M2p1, Q

p4q
2 q, y luego cnpQ2q “ cn´4pQ

p4q
2 q para todo n ą 0. Por lo

tanto, si tomamos k “ n2´ 4, tenemos que cn2pQ2q “ ck

´

α2 ` Ipp2q `
řk´1
l“4 1 z

l

l! ` β2
zk

k!

¯

. Ahora

ck`1pQ
p4q
2 q “ cn2´4`1pQ

p4q
2 q “ cn2`1pQ2q “ 1 y entonces

αFk2 ¨ a
Fk´1

0,2 ¨ . . . ¨ a
Fk´3

2,2 ¨ 1 ¨ . . . ¨ 1 “ 1.

Si definimos Γ2,k como el número |a0,2|
Fk´1 ¨ . . . ¨ |a2,2|

Fk´3 esto implica que α2 “ Γ
´ 1
Fk

2,k . Usando

que 1
2 ď |ai,2| ď 2 y que

řN
l“1 Fj “ FN`2 ´ 1, tenemos que |α2| ď

śk´1
l“1 2

Fl
Fk “ 2

Fk`1´1

Fk ď C22 “

C2n1`1.

Miramos ahora la condición ck`2pQ
p4q
2 q “ 1 para obtener

α
Fk`1

2 ¨ aFk0,2 ¨ . . . a
Fk´2

2,2 ¨ 1 . . . ¨ 1 ¨ β2 “ 1.

Luego

|β2| “ Γ2,k

Fk`1
Fk ¨

1

Γ2,k`1
.

Calculamos este número usando la identidad de Vajda’s, [91, Appendix (20a)]

FN`iFN`j ´ FNFN`i`j “ p´1qNFiFj .

Aplicando la fórmula de arriba para cada N “ k ´ l ´ 1, i “ 1 y j “ l ` 1 obtenemos

|β2| “ Γ2,k

Fk`1
Fk ¨

1

Γ2,k`1
“

2
ź

l“0

a
Fk´l´1

Fk`1
Fk

´Fk´l

0,l

“

2
ź

l“0

a

p´1qk´lFl`1
Fk

0,l Ñ 1 as k Ñ8.

Concluimos que si n2 es suficientemente grande, |β2| ď C2n2 .

Paso tres (paso inductivo): supongamos que hemos definido Q1, . . . Qk, α1, . . . αk, β1, . . . , βk,

y números n1, . . . , nk tal que parada cada 1 ď j ă k,

1. Qj`1 “ Qj ` αj`1
znj`1

pnj`1q! ` I
nj`2pPj`1q `

řn3´1
l“nj`j`4 1 ¨ z

l

l! ` βnj`1
znj`1

nj`1! ;

2. cnj`1`1pQj`1q “ cnj`1`2pQj`1q “ 1;

3. Si C es como en (4.1), la misma constante que en el paso anterior, |αj`1| ď C2nj`1 y

|βj`1| ď C2nj`1 .

La construcción de Qk`1 satisfaciendo las condiciones 1, 2 y 3 se logra exactamente igual que

como en el segundo paso, aśı que omitimos los detalles.

Sea Q “ ĺımkQk. Está bien definido ya que para cada l ď k tenemos que |Q
plq
k | ď C2l.
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Para probar que Q es universal vamos a mostrar que cnk`2pQqQ
pnk`2q´pk Ñ 0. Consideramos

el sistema fundamental de seminormas dadas por

}f}k “ sup
jě0

|an|
kj

j!
, (4.2)

donde, k P N y fpzq “
ř8
n“0 anz

n. Estas seminormas inducen la topoloǵıa usual de HpCq (ver

por ejemplo [74, Ejemplo 27.27] o [77]).

Por la condición 2, cnk`2pQq “ 1. Como las primeras k derivadas evaluadas en cero de Qpnkq`2

y pk son iguales, y las derivadas de Qpnkq`2 entre k ` 1 y nk`1 ´ 1 evaluadas en cero son iguales

a uno, tenemos que para cada n,

}cnk`2pQqQ
pnk`2q ´ pk}n “ sup

jąk

ˇ

ˇ

ˇ
Qpnk`2q`jp0q

ˇ

ˇ

ˇ

nj

j!
ď máx

#

nk

k!
, sup
jěnk`1

C2nk`j`2n
j

j!

+

Ñ 0 cuando k Ñ8.

Probamos abora que el operador bilineal no tiene vectores hiperćıclicos densos. Afirmamos

que existe δ ą 0 tal que si |fp0q| ă δ y }g}1 ă 1, entonces Mnpf, gq Ñ 0. Luego, pf, gq no es un

vector hiperćıclico.

Sea k ě 1 tal que k22
n
2
ě pn´2q!22

n´1
2 para todo n y sea δ “ 1

k22
. Como }g}1 ă 1 tenemos que

|gpnqp0q| ď n! para todo n. Afirmamos que |cnpf, gq| ď
1

k22
n
2

para todo n. En efecto, para n “ 1

tenemos que |c1pf, gq| “ |fp0q| ă δ ă 1

k22
1
2

y para n “ 2 tenemos que |c2pf, gq| “ |fp0qgp0q| ă

δ ¨ 1 “ 1
k22

. Supongamos que nuestra afirmación es cierta para n ě 2. Entonces

cn`1pf, gq “ cnpf, gqcn´1pf, gqg
pn´2qp0q ď

pn´ 2q!

k22
n
2 k22

n´1
2

ď
1

k2p22
n´1
2 q2

ď
1

k22
n`1
2

.

Aplicando las desigualdades de Cauchy obtenemos

}Mnpf, gq}R “ }cnpf, gqg
pnq}R ď

1

k22
n
2
}gpnq}R ď

n!

Rn`12πk22
n
2
}g}2R Ñ 0.

Finalizamos la sección con un último ejemplo en HpCq. Vamos a mostrar que el operador

bilineal Npf, gq “ gp0q¨f 1 es hiperćıclico. La dinámica inducida por este operador y su transpuesto

Mpf, gq “ fp0qg1 son levemente diferentes. En efecto, mientras que en M solo g y el número fp0q

determinan la órbita de pf, gq, en N tanto f como g son relevantes.

Ejemplo 4.1.5. Sea N P Lp2HpCqq el operador bilineal Npf, gq “ gp0qDpfq, donde D es el

operador derivación. Entonces N es hiperćıclico y no fuertemente transitivo.
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Demostración. La órbita con condiciones iniciales pf, gq es

Nnpf, gq “

$

&

%

cnpf, gqD
n`1
2 pfq si n es impar;

cnpf, gqD
n
2 pgq si n es par.

(4.3)

Donde cnpf, gq se define como

cnpf, gq “

$

&

%

gp0qFnf 1p0qFn´1g1p0qFn´2f p2qp0qFn´3 . . . gp
n´1
2
qp0qF1 si n es impar ;

gp0qFnf 1p0qFn´1g1p0qFn´2f p2qp0qFn´3 . . . gp
n´2
2
qp0qF2f p

n
2
qp0qF1 si n es par,

y Fn son los números de Fibonacci usuales. Los pesos cnpf, gq se pueden ver también de la siguiente

manera. Consideremos hpzq la función entera hpzq “
ř8
j“0

gpjqp0q
p2jq! z

2j `
ř8
j“1

f pjqp0q
p2j´1q!z

2j´1. Luego,

h es una mezcla entre g y f , cumpliendo hpnqp0q “ gp
n
2
qp0q si n es par y hpnqp0q “ f p

n`1
2
qp0q si n

es impar. Si definimos cn : HpCq Ñ C como cnpf̃q “ f̃p0qFn ¨ . . . f̃ pn´1qp0qF1 , entonces cnphq “

cnpg, fq. Como cnpf̃q satisface las relaciones de recurrencia cn`1pf̃q “ cnpf̃q ¨ cn´1pf̃q ¨ f̃
pnqp0q,

cnpf, gq cumple que

cn`1pf, gq “

$

&

%

cnpf, gq ¨ cn´1pf, gq ¨ g
pn´1

2
qp0q si n es impar;

cnpf, gq ¨ cn´1pf, gq ¨ f
pn
2
qp0q si n es par.

Enfocamos nuestra atención únicamente en las iteraciones pares y nos olvidamos de las im-

pares. Si logramos construir pf, gq tal que las iteraciones pares son densas, entonces obviamente

la órbita completa también es densa. Reescribimos las iteraciones pares como c2npf, gqD
npgq.

Notemos que esto es un operador universal multiplicado por unos ciertos pesos que dependen de

f y g. Por lo tanto, si encontramos un vector g que es D-hiperćıclico y un vector f P HpCq tal

que c2npf, gq “ 1, entonces la órbita será densa.

Supongamos ahora que g P HpCq es fijo y g „
ř

an
zn

n! . Afirmamos que f „
ř

bn
zn

n! , donde

bn “
ś

iăn a
´1
i , cumple c2npf, gq “ 1.

En efecto, usaremos la conocida identidad

F2n “

n
ÿ

j“1

F2j´1. (4.4)

Luego,

c2npf, gq “ aF2n
0 b

F2n´1

1 a
F2n´2

1 . . . aF1
n´1b

F1
n

“ aF2n
0 pa´1

0 qF2n´1a
F2n´2

1 pa´1
0 a´1

1 qF2n´3 . . . a
F1
n´1pa

´1
0 . . . a´1

n´1q
F1

“ a
F2n´

ř

jďn F2j´1

0 ¨ . . . ¨ aF2´F1
n´1 “ 1.

La prueba finaliza construyendo una función D-hiperćıclica g tal que su función asociada f

está bien definida. La función D-hiperćıclica g se puede construir como sigue. Sea tPnun una

sucesión densa de polinomios que cumplen que degpPnq “ n, Pn “
řn
j“1 αn,j

zj

j! , con αn,j ‰ 0 y

n ą αn,j ą
1
n para j ď n. Sea k1 “ 0 y kn “

ř

jăn j para n ą 1. Para un polinomio P pzq “

77
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řn
j“0

aj
j! z

n consideramos su primitiva usual Ippq “
řn`1
j“1

aj
j! z

j . Afirmamos que g “
ř

n I
knpPnq es

hiperćıclica. Es simple mostrar que g está bien definida. Para probar que es hiperćıclica, vamos

a usar las seminormas definidas en (4.2). Entonces

}Dkng ´ Pn}k “ }
ÿ

j“n`1

Ikj´knPj}k

ď
ÿ

j“n`1

}Ikj´knPj}k

ă
ÿ

j“n`1

j
kj

j!
Ñ 0.

Probamos ahora que f está bien definida. Observemos que si gpzq “
ř

n anz
n, entonces an “ αl,j

para n “ kl ` j. Luego, |an| ą
1
l ą

1

p2nq
1
2

. Esto implica que para cada k P N,

}f}k “ sup
j

˜

ź

iăj

a´1
i

¸

kj

j!
ă sup

j
2

1
2 j!

1
2
kj

j!
ă 8.

Para probar que N no es fuertemente transitivo es suficiente probar que el conjunto de vectores

hiperćıclicos no es denso en HpCq ˆHpCq. En la prueba del Teorema 4.1.4 mostramos que hay

un δ ą 0 y k ą 1 tal que para todo f, g tal que |fp0q| ă δ y }g}1 ă 1, vale que c̃npf, gq :“
ˇ

ˇfp0qFngp0qFn´1 . . . gpn´2qp0q
ˇ

ˇ ď 1

k22
n
2

. Luego, si hpzq “
ř8
j“0

gpjqp0q
p2jq! z

2j`
ř8
j“1

f pjqp0q
p2j´1q!z

2j´1 tenemos

que si |hp0q| ă δ y }h1}1 ă 1, entonces para todo n P N, |cnpf, gq| “ c̃nph, h
1q ă 1

k22
n
2

. En este

caso obtenemos, por las desigualdades de Cauchy y (4.3), que

}Nnpf, gq}R ď
n! máxt}f}R`1, }g}R`1u

k22
n
2

Ñ 0.

Como los pares pf, gq P HpCq ˆ HpCq tal que la función h (definida como antes) satisface que

|hp0q| ă δ y }h1}1 ă 1 es abierto en HpCq ˆ HpCq, deducimos que el conjunto de vectores

hiperćıclicos no es residual.

4.2. Operadores multilineales hiperćıclicos en espacios de Ba-

nach arbitrarios

En esta sección probamos el resultado principal del caṕıtulo, el Teorema 4.2.3, él cual establece

que todo espacio de Banach de dimensión infinita y separable admite un operador multilineal

hiperćıclico. Ésto da una respuesta positiva a la pregunta C y además implica la existencia

de operadores hiperćıclicos no fuertemente transitivos con conjunto de vectores hiperćıclicos no

residual.

4.2.1. Un primer ejemplo en `p

Como el operador coshift en `p opera como el operador de diferenciación en HpCq, de los

resultados de la sección anterior el operador bilineal Mpx, yq “ e11pyqBpxq es un buen candidato

a ser hiperćıclico en n `p, 1 ď p ă 8. Éste es en efecto el caso.
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Ejemplo 4.2.1. Sean X “ `p o c0, p ă 8 y Mpx, yq “ e11pyqBpxq. Entonces M es hiperćıclico.

Dados vectores x, y P X, las iteraciones Mnpx, yq son de la forma

Mnpx, yq “

$

&

%

cnpx, yqB
n`1
2 pxq si n es impar;

cnpx, yqB
n
2 pyq si n es par.

Donde cnpx, yq se define como

cnpx, yq “

$

’

&

’

%

yFn1 x
Fn´1

2 y
Fn´2

2 x
Fn´3

3 . . . yF1
n´1
2

si n es impar;

yFn1 x
Fn´1

2 y
Fn´2

2 x
Fn´3

3 . . . yF1
n´2
2

xF1
n
2

si n es par

y Fn son los números de Fibonacci usuales.

Si probamos que las iteraciones pares son densas, entonces toda la órbita lo será. Notemos

además que si podemos construir un vector hiperćıclico y para 2B y un vector bien definido x tal

que c2npx, yq “ 2n entonces las iteraciones pares c2npx, yqB
npyq formarán una sucesión densa.

Para construir el vector necesitaremos el siguiente lema.

Lema 4.2.2. Sea X “ `p o c0, p ă 8. Sea panqn Ă C la sucesión tal que c2npp2
akqk, 1q “ 2n.

Entonces existe un vector hiperćıclico y para 2B tal que el vector

zi`1 :“ 2ai ¨
ź

jďi

y´1
j P X.

La construcción del vector universal es en realidad una versión simplificada de los resultados

de la siguiente subsección. Omitimos la prueba y referimos al lector al Teorema 4.2.5 (ver también

el Lema 4.2.6).

Prueba del Ejemplo 4.2.1. Si definimos, como en el Ejemplo 4.1.5, xi`1 “
ś

jďi y
´1
j , se sigue que

c2npx, yq “ 1. Luego, si z es la sucesión pxk2
akqk, entonces c2npz, yq “ c2npx, yqc2npp2

akqk, 1q. Por

lo tanto, es suficiente encontrar un vector y y una sucesión pakqk tal que c2npp2
akqk, 1q “ 2n, tal

que y es un vector hiperćıclico para 2B y tal que zi`1 “ 2aixi`1 “ 2ai
ś

jďi y
´1
j define un vector

en X. La existencia de tal vector y es una consecuencia del lema anterior.

4.2.2. Operadores multilineales hiperćıclicos en espacios de Banach arbitrarios

Probamos en esta sección el resultado principal del caṕıtulo.

Teorema 4.2.3. Sea X un espacio de Banach separable y de dimensión infinita. Entonces para

todo m ě 1 existe un operador m-lineal hiperćıclico actuando en X.

El caso m “ 1 se debe a Ansari-Bernal [2, 18], quienes independientemente probaron la

existencia de operadores hiperćıclicos en espacios de Banach arbitrarios. Luego Bonet y Peris [31]

generalizaron el resultado a espacios de Fréchet. Probaremos el Teorema 4.2.3 solo para m “ 2,

siendo el caso m ą 2 análogo pero la notación más técnica.
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Vamos a dividir la prueba del Teorema 4.2.3 en tres pasos. Primero probaremos que un cierto

operador multilineal pesado M definido en `1 es hiperćıclico. Luego daremos una noción de cua-

siconjugación para operadores multilineales y probaremos que la misma preserva hiperciclicidad.

Esta definición coincide con la propuesta por Grosse-Erdmann y Kim para bihiperciclicidad [56].

Finalmente, usando los mismos argumentos aplicados para probar el Teorema 2.4.4 mostraremos

que todo espacio de Banach, separable y de dimensión infinita admite un operador multilineal

que es cuasiconjugado a M .

El operador multilineal que estamos buscando es una generalización del Ejemplo 4.1.5 al

espacio de Banach `1. Efectivamente el operador e11pyqBpxq resulta hiperćıclico. Sin embargo,

como necesitamos que se cuasiconjugue a espacios de Banach arbitrarios, necesitamos pesar al

coshift. Al mismo tiempo, los pesos no pueden tender muy rápido a cero ya que perdeŕıamos la

hiperciclicidad.

Paso uno

Teorema 4.2.4. Sea ω “ p1, 1
22
, 1

32
, 1

42
, . . .q y Bω : `1 Ñ `1 definido como rBωpxqsi “ ωixi`1. El

operador multilineal Mpx, yq “ e11pyqBωpxq es hiperćıclico.

Probamos primero la existencia de un vector universal para una familia de operadores coshift

pesados.

Teorema 4.2.5. Sea an “ 1 ´ npn´1q
2 y Bω el operador coshift pesado actuando en `1 con

pesos ωn “
1
n2 . Entonces existe un vector universal y P `1 for 2nn!2Bn

ω tal que el vector xi`1 “

2aii!2i2
ś

jďi y
´1
j está bien definido en `1.

Demostración. Dado y P `1 consideramos el vector asociado

rΦpyqsi “ 2aii2i!2
ź

lďi

|rysl|
´1.

Necesitamos construir un vector universal y tal que Φpyq P `1. Sea pznqn una sucesión densa en

c00, tal que para todo n, n “ máxti : rznsi ‰ 0u, y para todo i ď n, 1
n ď |rznsi| ď n.

Consideremos Sω la inversa formal de Bω. Construiremos el vector procediendo como sigue.

Usualmente un vector universal para la familia t2nn!2Bn
ωu es de la forma

z̃ “
ÿ

k

Snkω
zk

2nknk!2
.

Sin embargo, este vector tiene gaps con ceros de longitud nk ´ k, y luego es imposible que

Φpz̃q P `1. Por eso agregaremos en cada gap un vector de control y alargaremos la longitud de

cada gap (nk ´ k) para forzar rφpzqsi ď
1
i2

para todo i ď k. Sea n1 “ 0. Nuestro vector universal

será de la forma

z “ z1 `

n2
ÿ

l“1`1

1

l2
el ` S

n2
ω

z2

2n2n2!2
`

n3
ÿ

l“n2`2`1

1

l22n2
el ` S

n3
ω

z3

2n3n3!2
` . . .

“

8
ÿ

k“1

Snkω
zk

2nknk!2
`

8
ÿ

k“2

nk
ÿ

l“nk´1`k´1`1

1

l22nk´1
el.
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Notemos que z se puede escribir como el ĺımite de los vectores

uj “

j
ÿ

k“1

Snkω
zk

2nknk!2
`

j
ÿ

k“2

nk
ÿ

l“nk´1`k´1`1

1

l22nk´1
el.

Cada uj extiende uj´1 y rΦpujqsi lee solo las primeras coordenadas. Vamos a construir entonces

los vectores uj inductivamente de forma que rΦpujqsi ď
1
i2

para todo n2 ă i ă nj ` j ` 1. Esta

condición se transfiere automáticamente a z.

Construimos ahora los números nk (i.e. los gaps), y luego z, por inducción. Tomemos n1 “ 0

y u1 “ z1. Sea n2 tal que, para n ě n2,

2
n2

4 n4 ¨ n!4 ¨ 22n ¨ 22 ¨ 2an ď 1 (4.5)

Esto se puede lograr, porque an „ ´
n2

2 . Definimos u2 como

u2 :“ u1 `

n2
ÿ

l“1`1

1

l2
el `

Sn2
ω z2

2n2n2!2
.

Afirmamos que rΦpu2qsi ď
1
i2

para i “ n2 ` 1, i “ n2 ` 2 y además que rΦpũ2qsi ď
1
i2

para i ě n2 ` 1, donde ũ2 “ u2 `
ř8
l“n2`2`1

1
l22n2

el. Tener una cota para rΦpũ2qsi nos va a

ayudar a estimar rφpu3qsi en el siguiente paso. Necesitamos primero acotar
śl
i“1 |ru2si|

´1 para

n2 ` 1 ď l ď n2 ` 2.

Recordemos que |rz2si| ě
1
2 para i ď 2, y que supppz2q “ r1, 2s. Esto implica que

ˇ

ˇ

ˇ
rSn2
ω p

z2
2n2n2!2

qsl

ˇ

ˇ

ˇ

´1
ď

2n2 ¨ 2 para l “ n2 ` 1 y l “ n2 ` 2. Acotando elementalmente obtenemos que,

l
ź

i“1

|ru2s|
´1 “

1
ź

i“1

|ru2si|
´1 ¨

n2
ź

i“2

|ru2si|
´1 ¨

l
ź

i“n2`1

|ru2si|
´1

ď 1 ¨ n2!2 ¨ 22n2 ¨ 22. (4.6)

Luego, por (4.5) tenemos que para n2 ` 1 ď l ď n2 ` 2 vale que

rΦpu2qsl ď 2al l!2l2
l
ź

i“1

|ru2si|
´1 ď l!4 ¨ l2 ¨ 22n2 ¨ 22 ¨ 2al ď

1

l2
.

Con esta elección de n2 obtenemos también que rΦpũ2qsi ď
1
i2

para i ě n2 ` 1. Para ver esto

último, necesitamos primero una cota para
śi
l“1 |rũ2sl|

´1, con i ě n2` 3. Usando la desigualdad

(4.6) obtenemos

i
ź

l“1

|rũ2sl|
´1 ď n2!2 ¨ 22n2 ¨ 22 ¨

i
ź

l“n2`2`1

l22n2

ď i!2 ¨ 22n2 ¨ 22 ¨ 2n2pi´2´n2q

ď i!2 ¨ 22n2 ¨ 22 ¨ 2
i2

4 ¨ ď i!2 ¨ 22i ¨ 22 ¨ 2
i2

4 ,
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donde usamos que n2pi ´ 2 ´ n2q ď
i2

4 para todo i ě n2. En consecuencia, por la elección de y

porque i ě n2,

Φrpũ2qsi ď 2aii!2 ¨ i2 ¨ i!2 ¨ 22i ¨ 22 ¨ 2
i2

4 ď
1

pi` 2q2
ď

1

i2
.

Vamos a definir de forma inductiva los números pnjqj (o los gaps rnj´1 ` j ´ 1` 1, njs) y los

vectores pujqj y pũjqj como en el primer paso. Esto es, uj extiende a uj´1 y ũj extiende a uj .

Queremos además que ũj cumpla que rΦpũjqsi ď
1
i2

para todo n2 ă i.

Luego definimos para todo j ě 2,

(i)

uj “ uj´1 `

nj
ÿ

l“nj´1`j´1`1

1

2nj´1 l2
el ` S

nj
ω

ˆ

zj
2njnj !2

˙

;

(ii)

ũj “ uj `
8
ÿ

l“nj`j`1

1

2nj l2
el;

(iii)
2nj´1nj´1!2pnj ` jq

2jj2

2nj
ă

1

j2
;

(iv) para todo n ě nj

pn` jq4 ¨ 2
n2

4 ¨ n!4 ¨ 2an ¨ πj´1 ¨ 2
nj´1n ¨ 2jn ¨ jj ď 1,

donde

πj´1 :“

nj´1`j´1
ź

l“1

|ruj´1sl|
´1.

Las sucesiones pnjqj , pujqj y pũjqj están bien definidas porque las condiciones (i), (ii) y (iii)

se cumplen automáticamente tomando nj suficientemente grande.

Afirmamos que cada uj satisface que para n2 ă i ď nj ` j,

|rΦpujqsi| ď
1

i2
. (4.7)

Como cada uj extiende a uj´1 y para todo v, rφpvqsi depende solamente en sus primeras i-

coordenadas de v, es suficiente con probar que rφpujqsi ď
1
i2

para nj´1 ` j ´ 1 ă i ď nj ` j. Si

nj ` 1 ď i ď nj ` j se sigue, por una estimación directa, que

i
ź

l“1

|rujsl|
´1 ď πj´1¨

¨

˝

nj
ź

l“nj´1`j

2nj´1 l2

˛

‚¨

¨

˝

i
ź

l“nj`1

2njnj !
2
ˇ

ˇrS
nj
ω pzjqsl

ˇ

ˇ

´1

˛

‚ď πj´1¨nj !
2¨2nj´1nj ¨2jnj ¨jj .

Aplicando (iv) deducimos que rΦpujqsi ď
1
i2

.
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Si nj´1 ` j ´ 1 ă i ď nj , tenemos que nj´1pi´ nj´1 ´ j ` 1q ď i2

4 y luego

i
ź

l“1

rujs
´1
l ď πj´1 ¨

i!2

pnj´1 ` j ´ 1q!2
2nj´1pi´nj´1´j`1q

ď πj´2 ¨

¨

˝

nj´1
ź

l“nj´2`j´1

2nj´2 l2

˛

‚¨

¨

˝

nj´1`j´1
ź

l“nj´1`1

2nj´1nj´1!2
l!2pj ´ 1q

pl ` nj´1q!2

˛

‚¨
i!2

pnj´1 ` j ´ 1q!2
2
i2

4

ď πj´2 ¨ nj´1!2 ¨ 2nj´2nj´1 ¨ 2pj´1qnj´1 ¨ pj ´ 1qj´1 ¨
i!2

pnj´1 ` j ´ 1q!2
2
i2

4 .

Por lo tanto, por (iv), si aplicamos nj´1 a,

rΦpujqsi “ 2aii!2i2
i
ź

l“1

rujs
´1
l ď 2aii!2i2πj´2 ¨ 2

nj´2nj´1 ¨ 2pj´1qnj´1 ¨ pj ´ 1qj´1 ¨ 2
i2

4 ď
1

i2
.

El vector universal que estamos buscando es z “ ĺımjÑ8 uj . Para ver que el vector está bien

definido usamos la desigualdad (iii). Para nj ` 1 ď l ď j ` nj tenemos que,

|rzsl| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

„

S
nj
ω

zj
2njnj !2



l

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

jpnj ` jq!
2

2njnj !2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
jpnj ` jq

2j

2nj
.

Luego,

›

›

›

›

S
nj
ω

zj
2njnj !2

›

›

›

›

1

ď
j2pnj ` jq

2j

2nj
(4.8)

ď
1

j2
.

Por lo tanto obtenemos,

}z}1 “

›

›

›

›

›

8
ÿ

j“1

S
nj
ω

zj
2njnj !2

›

›

›

›

›

1

`

›

›

›

›

›

›

8
ÿ

j“1

nj`1
ÿ

k“nj`j`1

ek
k22nj

›

›

›

›

›

›

1

ď 2

›

›

›

›

p
1

j2
qj

›

›

›

›

1

ă 8.

Resta por ver que Φpzq está bien definido y que z es universal. La buena definición se deduce de

(4.7). En efecto, z extiende a uj para cada j y si nj ą i entonces |rΦpzqsi| “ |rΦpujqsi| ď
1
i2
.

Finalmente el vector es universal por las desigualdades (iii) y (4.8). Es suficiente mostrar que
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2njnj !
2B

nj
ω pzq ´ zj Ñ 0,

}2njnj !
2B

nj
ω pzq ´ zj} “

›

›

›

›

›

2njnj !
2B

nj
ω

˜

8
ÿ

l“1

Snlω
zl

2nlnl!2
`

8
ÿ

l“1

nl`1
ÿ

k“nl`l`1

ek
k22nl

¸

´ zj

›

›

›

›

›

ď

›

›

›

›

›

›

8
ÿ

l“j`1

S
nl´nj
ω

zl2
njnj !

2

2nlnl!2

›

›

›

›

›

›

`

›

›

›

›

›

8
ÿ

l“1

nl`1
ÿ

k“nl`l`1

2njnj !
2B

nj
ω ek

k22nl

›

›

›

›

›

ď

8
ÿ

l“j`1

2nl´1nl´1!2

2nlnl!2
}S

nl´nj
ω zl} `

›

›

›

›

›

›

8
ÿ

l“j

nl`1
ÿ

k“nl`l`1

2njnj !
2

k22nl
k!2

pnj ` kq!2
ek´nj

›

›

›

›

›

›

ď

8
ÿ

l“j`1

2nl´1nl´1!2

2nlnl!2
}Snlω zl} `

8
ÿ

l“nj`j`1

1

l2

ď

8
ÿ

l“j`1

2nl´1nl´1!2pnl ` lq
2ll2

2nl
`

8
ÿ

l“nj`j`1

1

l2

ď 2
ÿ

lěj

1

l2
Ñ 0.

Para la prueba del Teorema 4.2.3 vamos a necesitar la siguiente propiedad de los números de

Fibonacci.

Lema 4.2.6. Sea panqn una sucesión recurrentemente definida como

an :“

$

&

%

a1 “ 1

an “ n´
řn´1
j“1 an´jF2j`1,

donde pFjqj es la sucesión de Fibonacci usual. Entonces

an “ 1´
npn´ 1q

2
“ ´

n´1
ÿ

j“2

j.

Demostración. Trabajamos con la sucesión auxiliar bn “
řn´1
j“1 an´jF2j . Afirmamos que para

n ě 3, 1´ bn “ ´
řn´1
j“2 j. Si n “ 3, tenemos que

b3 “
3´1
ÿ

j“1

a3´jF2j “ a1F4 ` a2F2 “ 1 ¨ 3` 0 ¨ 1 “ 3.

Luego 1´ b3 “ ´2 “ ´
ř3´1
j“2 j. Supongamos ahora que n ą 3, entonces

bn`1 “

n
ÿ

j“1

an`1´jF2j “ an `
n
ÿ

j“2

an`1´jF2j´2 `

n
ÿ

j“2

an`1´jF2j´1

“ an ` bn´1 ` pn´ anq “ n` bn´1.
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Procediendo por inducción obtenemos

1´ bn “ 1´ n´ bn´1 “ ´

n
ÿ

j“2

j.

Finalmente,

an “ n´
n´1
ÿ

j“1

an´jF2j`1 “ n´
n´1
ÿ

j“1

an´jF2j ´

n´1
ÿ

j“1

an´jF2j´1

“ n´ bn ´ pn´ 1´ an´1 ` an´1q “ 1´ bn.

Demostración del Teorema 4.2.4. Calculamos la órbita generado por un par de vectores x, y,

Mnpx, yq “

$

&

%

B
n`1
2

ω pxqcnpx, yqdnpωq si n es impar;

B
n
2
ω pyqcnpx, yqdnpωq si n es par.

(4.9)

Donde cnpx, yq se define como

cnpx, yq “

$

&

%

yFn1 x
Fn´1

2 y
Fn´2

2 x
Fn´3

3 . . . yF1
n`1
2

si n es impar;

yFn1 x
Fn´1

2 y
Fn´2

2 x
Fn´3

3 . . . xF1
n
2
`1 si n es par.

y

dnpωq “

$

&

%

ω
Fn`1´1
1 ¨ ω

Fn´1´1
2 ¨ ω

Fn´3´1
3 . . . ωF4´1

n´1
2

si n es impar;

ω
Fn`1´1
1 ¨ ω

Fn´1´1
2 ¨ ω

Fn´3´1
3 . . . ωF3´1

n
2

si n es par.

La sucesión cnpx, yq se puede ver como cnpzq, donde z es una mezcla entre x e y, z “ py1, x2, y2, x3, . . .q

y cnpzq “ zFn1 . . . zF1
n . Como vimos en la sección 4.1, tenemos que cnpzq “ cn´1pzqcn´2pzqzn. Si-

milarmente la sucesión dnpωq satisface la siguiente relación recursiva, para n ě 3,

dnpωq “

$

&

%

dn´1pωqdn´2pωqω1 . . . ωn´1
2

si n es impar

dn´1pωqdn´2pωqω1 . . . ωn
2

si n es par.

En efecto, supongamos ahora que n ě 3 es par, entonces n´ 1 y n` 1 son impares. Usando las

fórmulas de arriba obtenemos

dnpωqdn´1pωqω1 . . . ωn`1´1
2

“ ω
Fn`1´1
1 ω

Fn´1´1
2 . . . ωn

2
¨ ω

Fn´1`1´1
1 ω

Fn´1´1´1
2 . . . ω2

n´2
2

¨ ω1 . . . ωn
2

“ ω
Fn`1´1`Fn´1`1
1 ω

Fn´1´1`Fn´2´1
2 . . . ωF5´1`F4´1`1

n´2
2

ω2
n
2

“ ω
Fn`2´1
1 ωFn´1

2 . . . ωF6´1
n´2
2

ωF4´1
n
2

.

El caso n impar es análogo.
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Probamos ahora la igualdad (4.9) por inducción. Si n “ 1 tenemos que c1px, yq “ yF1
1 “ y1 y

d1pωq “ ωF2´1
1 “ 1, mientras que Mpx, yq “ Bωpxqy1. Supongamos que n ą 1 es par, entonces

Mnpx, yq “M
`

Mn´2px, yq,Mn´1px, yq
˘

“M

ˆ

B
n´2
2

ω pyqcn´2px, yqdn´2pωq, B
n
2
ω pxqcn´1px, yqdn´1pωq

˙

“ Bω

ˆ

B
n´2
2

ω pyqcn´2px, yqdn´2pωq

˙

¨

”

B
n
2
ω pxqcn´1px, yqdn´1pωq

ı

1

“ B
n
2
ω pyq ¨ cn´2px, yq ¨ dn´2pωq ¨ cn´1px, yq ¨ dn´1pωq ¨ xn

2
`1 ¨ ω1 . . . ¨ ωn

2

“ B
n
2
ω pyqcnpx, yqdnpωq.

El caso n impar es análogo.

En lo que sigue vamos a contruir un par de vectores px, yq tal que las iteraciones pares

pM2npx, yqqn son densas. La sucesión pc2npx, yqd2npωqB
n
ωpyqqn se puede ver como el producto

de una familia universal con ciertos pesos. Si logramos controlar los pesos de forma que y sea

universal para dicha familia, entonces la órbita será densa.

Sea y P `1 fijo, queremos encontrar x (dependiendo en y) tal que c2npx, yqd2npωqB
n
ωp¨q resulta

universal. Observemos que Bn
ω tiene norma 1

n!2
. Esto implica que, para que la familia resulte

universal, los pesos buscados tienen que ser de orden más grande que n!2. Además notemos que

cn es multiplicativa, donde el producto en CN es coordenada a coordenada, esto es cnpz ¨ wq “

cnpzq ¨ cnpwq.

Si queremos tomar x para que se cancelen los pesos inducidos por ω e y, un vector posible es

x̃ con

rx̃si`1 “ ω´1
i

ź

lďi

y´1
l ω´1

l .

En este caso particular tenemos que c2npx, yqd2npωq “ n!2. Sin embargo, la familia tn!2Bn
ωu falla

en ser universal y el vector x̃ no está bien definido. Multiplicamos entonces x̃ coordenada a

coordenada por otra sucesión, 2an , para obtener c2npx̃ ¨ 2an , yq “ 2nn!2. Resulta que an es un

polinomio de grado dos con coeficiente principal negativo. Esto nos va a permitir construir y tal

que y es universal para 2nn!2Bn
ω y que x esté bien definido.

Como cn es multiplicativa, an debe satisfacer cnp2
an , 1q “ 2n. La sucesión panqn que necesi-

tamos es la que definimos en el Lema 4.2.6,

an :“

$

&

%

a1 “ 1

an “ n´
řn´1
j“1 an´jF2j`1.

.

Afirmamos que, para un vector y fijo, el vector x definido como

rxsi`1 “ 2aiω´1
i

ź

jďi

y´1
j ω´1

j (4.10)
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satisface que c2npx, yqd2npωq “ 2nn!2. Para mostrar esta igualdad vamos a usar la siguiente

identidad.

F2n “

n
ÿ

j“1

F2j´1. (4.11)

A continuación probamos nuestra afirmación,

c2npx, yqd2npωq “ yF2n
1 ¨ x

F2n´1

2 ¨ y
F2n´2

2 ¨ . . . ¨ xF3
n ¨ yn ¨ xn`1 ¨ ω

F2n`1´1
1 ¨ ω

F2n´1´1
2 ¨ ω

F2n´3´1
3 . . . ωn

“ pω1y1q
F2n ¨ pω1x2q

F2n´1 ¨ pω2y2q
F2n´2 ¨ pω2x3q

F2n´3 . . . ¨ pωn´1xnq
F3 ¨ pωnynq ¨ pωnxn`1q ¨ ω

´1
1 . . . ω´1

n

“ pω1y1q
F2n ¨ pω1y

´1
1 ω´2

1 qF2n´12a1F2n´1 ¨ pω2y2q
F2n´2 ¨

¨ pω2y
´1
1 y´1

2 ω´1
1 ω´2

2 qF2n´32a2F2n´3 ¨ . . . ¨ pωnynq ¨ pωny
´1
1 . . . y´1

n ω´1
1 . . . ω´1

n´1ω
´2
n ¨ 2anqω´1

1 . . . ω´1
n

“ pω1y1q
F2n´

řn
j“1 F2j´1pω2y2q

F2pn´1q´
řn´1
j“1 F2j´1 . . . pωn´1yn´1q

F4´F3´F1 ¨ y1´1
n

¨ 2an`
řn´1
j“1 an´jF2j`1ω´1

1 . . . ω´1
n

“ pω1y1q
0 . . . pωn´1yn´1q

02n
n
ź

l“1

ω´1
l “ 2nn!2.

Luego basta encontrar un vector universal y para 2nn!2Bn
ω tal que su vector inducido x definido

como en (4.10) está bien definido. Por el Lema 4.2.6,

an “ 1´
npn´ 1q

2
,

y por el Teorema 4.2.5 existen vectores x, y con las propiedades requeridas.

Paso dos

Recordemos que un operador m-lineal L P LpmXq se dice cuasiconjugado a un operador m-

lineal N P LpmY q si existe una función continua φ : Y Ñ X de rango denso, tal que el siguiente

diagrama conmuta,

Y m N //

φm

��

Y

φ
��

Xm L // X

,

donde φm “ φˆ . . .ˆ φ. Análogamente a [56, Theorem 3], tenemos la siguiente proposición.

Proposición 4.2.7. Sea N un operador m-lineal hiperćıclico. Si un operador m-lineal L es

cuasiconjugado a N , entonces N es también hiperćıclico.

Demostración. Vamos a probar que OrbLpφpx1q, . . . , φpxmqq “ φpOrbN px1, . . . , xmq para cada

m-tupla de vectores x1, . . . , xm. Es suficiente mostrar que para cada j, Ljpφpx1q, . . . , φpxmqq “

φ
`

N jpx1, . . . , xmq
˘

. Probamos esta igualdad por inducción. Para j “ 1 es claro, ya que Lpφpx1q, . . . , φpxmqq “
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φpNpx1, . . . , xmqq. Supongamos que nuestra afirmación es verdadera para cada i ă j, y suponga-

mos primero que j ą m, entonces

Ljpφpx1q, . . . , φpxmqq “ L
´

Lpj´mqpφpx1q, . . . , φpxmqq, . . . , L
pj´1qpφpx1q, . . . , φpxmqq

¯

“ L
´

φpN pj´mqpx1, . . . , xmq, . . . , φpN
pj´1qpx1, . . . , xmq

¯

“ φ
´

N
´

N pj´mqpx1, . . . , xmq, . . . , N
pj´1qpx1, . . . , xmq

¯¯

“ φ
`

N jpx1, . . . , xmq
˘

.

Si j ď m la prueba es análoga. Finalmente, sea px1, . . . xmq una tupla hiperćıclica. ComoOrbN px1, . . . , xmq

es densa y φ tiene rango denso, concluimos que pφpx1q, . . . , φpxmqq es hiperćıclico para L.

Paso final

Para probar el Teorema de existencia 4.2.3, vamos a usar el siguiente Lema probado indepen-

dientemente por Pelczyński y Plichko (ver, [59, Theorem 1.27]). Es el mismo lema que usamos

para probar el Teorema 2.4.4.

Lema 4.2.8. Sea X un espacio de Banach infinito dimensional y separable. Entonces, existe para

todo ε ą 0 una base de Markushevich p1 ` εq. Esto es, existe una sucesión pxn, x
˚
nqn Ă X ˆX˚

tal que

1. spantxn : n P Nu es denso en X, spantx˚n : n P Nu es w˚-denso en X˚

2. supn }xn} ¨ }x
˚
n} ă 1` ε.

3. x˚npxkq “ δn,k.

Teorema 4.2.9. Sea X un espacio de Banach infinito dimensional y separable. Sean ω p1, 1
22
, 1

32
, 1

42
, . . .q

y M el operador bilineal e11pyqBωpxq P Lp2`1; `1q, esto es rMpx, yqsi “ y1 ¨ωixi`1. Existe entonces

un operador bilineal N P Lp2X;Xq tal que N es cuasiconjugado a M .

Demostración. Sean pxnqn y px˚nqn las sucesiones dadas por el lema de anterior. Sin pérdida de

generalidad podemos asumir que }xn} “ 1 y que }x˚n} ď 2. Sea N el operador bilineal

Npu, vq “ x˚1pvq
8
ÿ

l“1

x˚l puq
1

pl ´ 1q2
xl´1.

Como }x˚n} ď 2 y }xn} “ 1 se sigue que N es un vector continuo bien definido en X. Consideramos

ahora el factor φ : `1 Ñ X, φppanqnq “
ř

l alxl. El operador φ está bien definido, ya que }xn} ď 1

y panqn P `1. Observemos que φ tiene rango denso, porque xn “ φpenq y luego X “ spanptxnuq Ď

Rpφq. Resta ver que N es cuasiconjugado a M v́ıa φ. Como φ es lineal, basta chequear las

relaciones conmutativas en los elementos de la base canónica de `1. Si ek son ej elementos de la
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base tenemos que

φpMpek, ejqq “ φpe˚1pejq
1

pk ´ 1q2
ek´1q

“ δ1,j
1

pk ´ 1q2
xk´1.

Por otro lado tenemos que,

Npφpekq, φpejqq “ Npxk, xjq “ x˚1pxjq ¨
8
ÿ

l“1

x˚l pxkq
1

pl ´ 1q2
xl´1

“ δ1,j
1

pk ´ 1q2
xk´1.

Demostración del Teorema 4.2.3. Aplicar los Teoremas 4.2.4, 4.2.9 y la Proposición 4.2.7.

4.3. Existencia de operadores bilineales bihiperćıclicos en espa-

cios de Banach arbitrarios

Recordemos que la órbita inducida por un operador bilineal en el sentido de Grosse-Erdmann

y Kim [56] con condiciones iniciales x, y es Yně0M
npx, yq donde M0px, yq “ tx, yu y los n-estados

son inductivamente definidos como Mnpx, yq “ Mn´1px, yq Y tMpz, wq : z, w P Mn´1px, yqu. Un

operador bilineal se dice bihiperćıclico si la órbita con condiciones iniciales x, y, YnPN0M
npx, yq

es densa en X.

Como en el caso de los polinomios homogéneos y operadores multineales en el sentido de Bès y

Conejero hay una noción de bola ĺımite: si x, y P 1
}M}BX ˆ

1
}M}BX , entonces Mnpx, yq Ď 1

}M}BX .

Más aún, en dicho caso la órbita tiende a cero, i.e. para todo abierto U alrededor del cero existe

un n0 tal que Mnpx, yq Ď U para todo n ě n0. Luego, el conjunto de vectores bihiperćıclicos no es

residual. A pesar de este hecho restrictivo, en [56] los autores observaron que si T es un operador

hiperćıclico y x˚ es un funcional no nulo entonces el operador bilineal x˚ b T es bihiperćıclico,

y luego hay operadores bilineal bihiperćıclicos en espacios arbitrarios de Banach de dimensión

infinita y separables. También lograron probar que hay operadores bilineales bihiperćıclicos en el

caso finito dimensional. Sin embargo, no es sabido si el operador se puede tomar simétrico y la

siguiente pregunta fue establecida (ver [56, p. 708]).

Pregunta A. Sea X un espacio de Banach separable¿ Existe un operador bilineal bihiperćıcli-

co que sea simétrico?

Vamos a probar en esta sección que en todo espacio de Banach que sea separable y de di-

mensión infinita existen operadores bilineales bihiperćıclicos y simétricos. El argumento principal

para obtener operadores bilineales bihiperćıclicos en [56] es construir un operador bilineal M tal

que T p¨q “ Mp¨, yq es un operador lineal hiperćıclico para algún y P X, porque en este caso

la órbita de x v́ıa T está contenida en la órbita de px, yq v́ıa M , y luego se sigue que M es
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bihiperćıclico. Seguiremos una aproximación distinta y vamos a estudiar la órbita del polinomio

homogéneo inducido por M . A pesar de que los polinomios homogéneos en espacios de Banach

no son hiperćıclicos podemos lograr que tMpPnpxq, Pmpxqq : n,m P Nu “ X. La estructura de

la prueba será la misma que usamos para probar los Teoremas 4.2.3 y 2.4.4. Vamos a buscar un

operador bilineal bihiperćıclico y simétrico M tal que se cuasiconjuga a espacios de Banach sepa-

rables e infinito dimensionales arbitrarios. Nuestro candidato será la simetrización del polinomio

homogéneo 2.4.4, Mpx, yq “
e11pxqBωpyq`e

1
1pyqBωpxq

2 con pesos pωnqn “
1
n2 . Vamos a probar que si P

es el polinomio homogéneo inducido por M , Pωpxq “ Mpx, xq “ e11pxqBωpxq, entonces existe un

vector x tal que tMpPnω pxq, P
m
ω pxqq : n,m P Nu “ `1.

Para lograrlo vamos a usar las propiedades del conjunto de Julia estudiado en el caṕıtulo 2.

Recordemos que Pω : JPω Ñ JPω es hiperćıclico (Teorema 2.3.4 junto al Lema 2.3.6) y que si

para cada coordenada i tenemos que |xi| ě |yi| e y P JPω entonces x P JPω . Usaremos también

el siguiente lema, el cual es una versión simplificada del Lema 2.3.3. Ver [37] por una prueba

directa.

Lema 4.3.1. Existe un n tal que el vector

pn,
1

2!
,

1

3!
, . . .q P JPω .

Demostración. Aplicaremos el Lema 2.3.3 el cual es establecido de la forma Pv “ e11B : `ppvq Ñ

`ppvq. Aplicando la conjugación Φ : `1 Ñ `1pj!
2q, Φpenq Ñ

1
n!2
en obtenemos que nuestro polinomio

pP 1
n2
, `1q es conjugado a pe11B, `1pn!2qq. Este polinomio tiene conjunto de Julia no vaćıo, porque

vn es de orden ppnqqpnq y luego podemos aplicar el Lema 2.3.3. Como el conjunto de Julia se

preserva v́ıa isomorfimos lineales es suficiente mostrar que Φpn, 1
2! ,

1
3! , . . .q “ pn,

1
2!3
, 1

3!3
, . . .q P JPv .

Está es la conclusión de 2.3.3 aplicado a m “ 3
2 .

Aplicando estos resultados se deduce fácilmente que M es bihiperćıclico.

Teorema 4.3.2. Sea Mpx, yq “
e11pxqBωpyq`e

1
1pyqBωpxq

2 , donde rBωpxqsi “
xi`1

i2
. Entonces M es un

operador bilineal bihiperćıclico en `1.

Demostración. Por los comentarios anteriores, hay un vector x tal que tPnω pxq : n P Nu “ JPω ,

luego es suficiente mostrar que MpJPω , JPωq “ `1. Sea x0 P c00. Por los lemas anteriores y porque

JPω es completamente invariante, existe λ ą 0 tal que x “ λSωpx0q `
ř8
i“2

1
i!2
ei ` e1 P JPω and

y “ ´pλ´ 2qSωpx0q ´
ř8
i“2

1
i!2
ei ` e1 P JP , donde Sω es la inversa formal de Bω. Finalmente,

Mpx, yq “
x1Bωpyq ` y1Bωpxq

2
“
Bωpyq `Bωpxq

2

“
pλ´ λ` 2qx0

2
“ x0.

Con las mismas herramientas usadas en los Teoremas 4.2.3 y 2.4.4 podemos probar lo siguiente.
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Teorema 4.3.3. Sea X un espacio de Banach separable y de dimensión infinita. Entonces existe

un operador bilinear bihiperćıclico y simétrico A P Lsp2Xq.

Demostración. Sean φ y N los operadores definidos en la prueba del Teorema 4.2.9 y M el

operador bilineal bihiperćıclico y simétrico definido en la prueba del Teorema 4.3.2. Entonces, si

A es la simetrización de N se sigue que N es cuasiconjugado a M v́ıa el factor φ. Por lo tanto,

como M es bihiperćıclico obtenemos que A también lo es.
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Caṕıtulo 5

Operadores AP-hiperćıclicos

Durante los últimos años el foco de atención fue pueseto en hiperciclicidad frecuente [10] y más

recientemente en F-hiperciclicidad [25, 33], para familias F más grandes de números naturales.

Dada una familia de Furstenberg F Ď PpNq decimos que un operador es F-hiperćıclico si

existe x P X tal que los tiempos de visita NT px, Uq :“ tn P N : Tnpxq P Uu pertenecen a F .

Luego, por ejemplo, si consideramos F‰H, la familia de conjuntos no vaćıos, F‰H-hiperciclicidad

es simplemente hiperciclicidad y si D denota a la familia de conjuntos con densidad inferior

positiva, entonces D-hiperciclcidad se traduce a hiperciclicidad frecuente. Recientemente se han

considerado diversas familias de F-hiperciclicidad como por ejemplo hiperciclicidad U-frecuente

hiperciclicidad [88], hiperciclicidad reiterativa [25] y más recientemente hiperciclicidad śındetica

a trozos [80].

En este caṕıtulo introducimos y estudiamos la noción de AP-hiperciclicidad en conexión a

recurrencia multiple.

Una progresión aritmética de longitud m, paso k y término inicial a es un conjunto de la

forma

a, a` k, . . . , a` pk ´ 1qm.

Diremos que un conjunto de los números naturales A tiene progresiones aritméticas arbitraria-

mente grandes pA P APq si para todo tamaño m existe una progresión aritmética contenida en

A.

El estudio de los conjuntos teniendo progresiones aritméticas arbitrariamente largas ( o con-

juntos en AP) ha tenido un gran desarrollo en el último siglo y es un tema central en teoŕıa

de números y combinatoria aditiva. Por ejemplo, los celebrados Teoremas de Szemeredi [89] y

Green-Tao [52] establecen que los conjuntos con densidad inferior positiva y los conjuntos de

números primos pertencen a AP.

Este área tiene también una relación intrinsica con teoŕıa ergódica. Un ejemplo de esta relación

es la prueba del Teorema de Szemeri usando el Teorema de recurrencia múltiple de Furstenberg.

En dinámica lineal, la noción de recurrencia múltiple fue considerada por primera vez por

Costakis y Parissis [44]. Un operador es (topológicamente) multiplemente recurrente si para todo

conjunto abierto U y para todo m existe k tal que Xmi“1T
´inpUq ‰ H. Esta noción también
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fue estudiada en [40, 41, 42], donde los autores dieron ejemplos de operadores multiplemente

recurrentes y en [81] donde el autor estudió la conexión entre recurrencia múltiple e hiperciclicidad

reiterativa.

La estuctura del caṕıtulo es la siguiente. En la sección 5.1 introducimos la noción de AP-

hiperćıclicidad y probamos, entre otros resultados, que la noción es equivalente a que el operador

sea multiplemente recurrente e hiperćıclico. Proponemos un criterio simple de AP-hiperciclicidad

y lo usamos para caracterizar a los operadores coshift sobre espacios de Schauder que son AP-

hiperćıclicos. Responemos una pregunta Costakis and Parissi probando que todo espacio de Ba-

nach, separable y de dimensión infinita, admite un operador AP-hiperćıclico (y luego múltiple-

mente recurrente). Finalmente mostramos un ejemplo de un operador que es AP-hiperćıclico pero

no weakly mixing.

Los contenidos de este caṕıtulo están basados en el trabajo [36].
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5.1. Operadores AP-hiperćıclicos y recurrencia múltiple

Un operador se dice múltiplemente recurrente si para cada abierto U y todo m existe k tal

que

U X T´kpUq X ¨ ¨ ¨ X T´kmpUq ‰ H.

La motivación proviene del celebrado Teorema de recurrencia múltiple de Furstenberg el cual

establece que si T preserva medida entonces para cada abierto U de medida positiva y todo m

vale que existe k tal que

µpU X T´kpUq X ¨ ¨ ¨ X T´kmpUqq ą 0.

Operadores múltiplemente recurrente fueron considerados por primera vez por Costakis y

Parissis en [44]. En esta sección estudiaremos recurrencia múltiple desde el punto de vista de

F-hiperciclicidad: mostraremos que AP-hiperciclicidad es equivalente a recurrenca múltiple más

hiperciclicidad. Recordemos que AP denota a la familia de conjuntos que contienen progresiones

aritméticas arbitrariamente grandes. Es una familia de tipo upper, y luego por el Teorema 1.2.25

tenemos lo siguiente.

Proposición 5.1.1. Sea T un operador lineal en un espacio de Fréchet separable. Los siguientes

enunciados son equivalentes.

1. T es hiperćıclicos y todo vector hiperćıclico es AP-hiperćıclico.

2. Existe x P X tal que para todo abierto U , NT px, Uq P AP.

3. T es hiperćıclico y múltiplemente recurrente.

4. Para cada par de abiertos U, V y todo m ą 0 existe x P U tal que NT px, V q tiene una

progresión aritmética de longitud m.

5. El conjunto de vectores AP-hiperćıclicos es residual.

Demostración. 1) ñ 2) ñ 3) ñ 4) y 5)ñ 2) son triviales; además 4) ñ 5) es una consecuencia

directa del Teorema 1.2.25.

3)ñ 1). Sea x un vector hiperćıclico y U un abierto no vaćıo. Sea m ą 0. Luego, existe k2

tal que V :“ U X T´k2pUq X ¨ ¨ ¨ X T´k2mpUq ‰ H y entonces Npx, V q ‰ H. Si k1 P Npx, V q se

deduce que para todo j ď m, T k1`jk2pxq P U para todo j ď m.

En [44], los autores mostraron un ejemplo de un operador coshift pesado en `p que es hiperćıcli-

co (y luego weakly mixing) pero no múltiplemente recurrente y un operador coshift en `ppZq que

es múltiplemente recurrente e hiperćıclico pero no frecuentemente hiperćıclico. Como para ope-

radores coshift hiperciclicidad frecuente e hiperciclicidad reiterada son equivalentes [25], se sigue

que weakly mixing no implica AP-hiperciclicidad y que AP-hiperciclicidad no implica hipercicli-

cidad reiterada. Vamos a ver en el Teorema 5.1.17 que existen opereradores AP-hiperciclicidad

que no son weakly mixing.
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Por otro lado, todo operador caótico es AP-hiperćıclico. Más aún, AP-hiperciclicidad es

implicado también por hiperciclicidad reiterada. Esto se deduce por una aplicación del Teorema

de Szemeredi [89]: todo conjunto de números naturales con densidad superior de Banach positiva

tiene progresiones aritméticas arbitrariamente grandes.

Proposición 5.1.2. Sea T un operador reiteradamente hiperćıclico. Entonces T es AP-hiperćıcli-

co.

Hay muchos ejemplos de operadores multiplemente recurrentes que no son hiperćıclicos. Por

ejemplo, cualquier ráız de la identidad. Exhibimos aqúı un ejemplo no trivial de un operador que

es multiplemente recurrente y no hiperćıclico ( y luego no AP-hiperćıclico).

Consideremos X “ HpCq y Tapfqpzq “ fpa ¨ z ` bq. Es sabido que Ta es hiperćıclico si y sólo

si a “ 1 y b ‰ 0 y que Ta es recurrente si y sólo si |a| “ 1 (Ver [50] y [43, Theorem 6.4]).

Ejemplo 5.1.3. Sea X “ HpCq y Tapfqpzq “ fpaz ` bq. Entonces Ta es recurrente múltiple si y

sólo si |a| “ 1.

Demostración. Seguimos las ideas de [43]. Si Ta es múltiple recurrente entonces es en particular

recurrente y luego |a| “ 1.

Rećıprocamente supongamos que |a| “ 1. Sea f P HpCq. Dado R ą 0, ε ą 0 y m P N debemos

encontrar g y k tal que }f ´ T jkpgq}R ă ε para todo 0 ď j ď m.

Por la uniforme continuidad de f en un conjunto compacto existe δ ą 0 tal que

|z ´ z1| ă δ implica |fpzq ´ fpz1q| ă ε para todo z P D

ˆ

0, R`
2b

|a´ 1|

˙

. (5.1)

Tenemos la siguiente dicotomı́a: O bien a es una ráız de la unidad o tan : n P Nu es denso en

T. En ambos casos, existen k y N tal que |ajk`N ´ 1| ă δpR` b
a´1q

´1 para todo 0 ď j ď m. Sea

g “ TN pfq. Tenemos que para todo z P Bp0, Rq y j ď m, que

|ajk`Nz ´ z `
ajk`N ´ 1

a´ 1
b| “ |pajk`N ´ 1qpz `

b

a´ 1
q| ď δ.

Luego, por (5.1),

|T jk`N pfqpzq ´ fpzq| “ |fpajk`Nz `
ajk`N ´ 1

a´ 1
bq ´ fpzq| ă ε

para todo z P Dp0, Rq y j ď m.

Un problema clásico en F-hiperciclicidad es decidir si T´1 y T p son F-hiperćıclicos sabiendo

que T es F-hiperćıclico. Para AP-hiperciclicidad tenemos una respuesta sencilla.

Proposición 5.1.4. Sea T un operador AP-hiperćıclico inversible en un espacio de Fréchet

space. Entonces T´1 es AP-hiperćıclico.

Demostración. Debido a que T es hiperćıclico se sigue que T´1 es hiperćıclico. Sean m P N y U

conjuntos abiertos. Como T es AP-hiperćıclico existen x P U y n P N tal que T jnx P U para todo

j ď m. Sea y “ Tmnpxq. Se sigue que T´jnpyq “ T pm´jqnpxq P U para todo 0 ď j ď m.
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Proposición 5.1.5 (Propiedad de Ansari). Sea T un operador AP-hiperćıclico en un espacio de

Fréchet. Entonces T p es AP-hiperćıclico.

Demostración. Como T es hiperćıclico, se deduce por el Teorema de Ansari que T p es hiperćıclico.

Por la Proposición 5.1.1 es suficiente mostrar que para todo abierto U y para todo m P N existen

x y n P N tal que T jnppxq P U para todo j ď m. Como T es AP-hiperćıclico, aplicando otra vez

la Proposición 5.1.1, existe x P U y n P N tal que T jnpxq P U para todo j ď pm. En particular

T jpnpxq P U para todo j ď m.

Notemos que por la Proposición 5.1.1 todo vector hiperćıclico de un operador AP-hiperćıclico

es un vector AP-hiperćıclico y que por el Teorema de Ansari los vectores hiperćıclicos de T y T p

coinciden. Concluimos que todo vector hiperćıclico de T tiene que ser un vector AP-hiperćıclico

de T p.

La herramienta más efectiva para probar que un operador es hiperćıclico es mostrar que

satisface el criterio de hiperciclicidad. Generalizamos el criterio a AP-hiperciclicidad.

Notemos que una progresión aritmética cuyo término inicial coincide con el paso no es otra

cosa que un conjunto de la forma tq, 2q, . . . ,mqu para algunos q,m P N.

Definición 5.1.6. Diremos que un operador T satisface el criterio de AP-hiperciclicidad si

existen conjuntos densos X0 Ď X, una función S : X0 Ñ X0 y una sucesión pmkqk P AP, que

contiene progresiones aritméticas arbitrariamente grandes cuyo término inicial coincide con el

paso tal que para cada x P X0,

1. Tmkpxq Ñ 0;

2. Smkpxq Ñ 0 y

3. TSpxq “ x.

En [19, 27], los autores introdujeron la noción de d-hiperciclicidad para operadores. Es claro

que si la tupla pT, T 2, . . . , Tmq es d-hiperćıclica para todo m entonces T es AP-hiperćıclico.

Más aún, si T satisface el criterio de AP-hiperciclicidad entonces pT, T 2, . . . , Tmq satisface el

criterio de d-hiperciclicidad para todo m (ver [27, Section 2]) y luego la tupla pT, T 2, . . . , Tmq es

d-hiperćıclica para todo m. Luego tenemos lo siguiente.

Proposición 5.1.7. Sea X un espacio de Fréchet separable. Si T satisface el criterio de AP-

hiperciclicidad entonces T es AP-hiperćıclico.

Recordemos que un operador satisface el criterio de Kitai fuerte si satisface el criterio anterior

para la sucesión de número naturales.

Corolario 5.1.8. Todo operador que satisface el criterio fuerte de Kitai es AP-hiperćıclico.

Mostraremos en el Teorema 5.1.17 que existen operadores AP-hiperćıclico que no son weakly

mixing. Luego, existen operadores AP-hiperćıclicos que no satisfacen el criterio de AP-hiperćıcli-

cidad.
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5.1.1. Operadores coshift AP-hiperćıclicos

En [44] los autores caracterizaron los operadores coshift en `2pZq que son multiplemente recu-

rrentes. También mostraron que los operadores coshift pesados que son recurrentes son además

hiperćıclicos. Luego se sigue que todo operador coshift en `2pZq que es múltiple recurrente es

de hecho AP-hiperćıclico. Extenderemos este resultado a operadores coshifts peasdos en espa-

cios de Fréchet actuando en una base de Schauder. Para ello vamos a aplicar el criterio de

AP-hiperciclicidad.

Lema 5.1.9. Sea pnkqk P AP con la propiedad de que dados p,m P N existe q P N tal que

la progresión aritmética de tamaño, paso q y término inicial p ` q está contenida en pnkqk.

Sea además una sucesión xnk tal que xnk´j Ñ 0 para todo j ě 0. Entonces existe una sucesión

pmkqk en AP, que contiene progresiones aritméticas arbitrariamente grandes cuyo término inicial

coincide con el paso y tal que xmk`j Ñ 0 para todo j.

Demostración. Sea } ¨ } la F -norma de X. Para cada m existe una progresión aritmética de

longitud m paso qm y término inicial m ` qm tal que }xlqm`m´j} ă
1
m para todo 0 ď j ď m,

1 ď l ď m. Luego, }xlqm`j} ă
1
m para todo 0 ď j ď m, 1 ď l ď m.

Sea pmkqk la sucesión formada por
Ť

mtlqm : 1 ď l ď mu. Entonces pmkqk pertenece a AP,

tiene progresiones aritméticas cuto término inicial coincide con el paso y cumple que }xmk`j} Ñ 0

para todo j.

Teorema 5.1.10. Sea X un espacio de Fréchet separable con base de Schauder tenu y supongamos

que Bpen`1q “ en es un operador coshift bien definido. Los siguientes son equivalentes:

i) B es AP-hiperćıclico;

ii) B es múltiplemente recurrente;

iii) enk Ñ 0 para alguna sucesión pnkqk P AP con la siguiente propiedad: dados p,m P N existe

q P N tal que la progresión aritmética de longitud m, paso q y término inicial p ` q está

contenida en pnkqk;

iv) B satisface el criterio de AP-hiperciclicidad.

Demostración. Sea } ¨ } la F -norma de X.

i)ñ ii) se deduce de la definición.

ii)ñ iii). Supongamos que B es multiplemente recurrente. Es suficiente mostrar que para cada

ε ą 0, y cada p,m P N existe q tal que }ejq`p} ă ε para todo 1 ď j ď m.

Como tenu es una base de Schauder, existe δ ą 0 tal que }x´ep} ă δ implica }xnen} ă
ε
2 para

todo n ‰ p y |xp| ą
1
2 . Como B es multiplemente recurrente, existe q y x tal que }x ´ ep} ă δ

y }Bjqpxq ´ ep} ă δ para todo 1 ď j ď m. Luego, }xnen} ă
ε
2 para todo n ‰ p y |Bjqpxqp| “

|xjq`p| ą
1
2 para todo 0 ď j ď m. Se sigue que }ejq`p} ă ε para todo 1 ď j ď m.

iii)ñ iv). Sean X0 “ spanpen : n P Nq y S el operador schift definido en X0. Tenemos que

Bnpxq Ñ 0 para todo x P X0 y que BSpxq “ x. Resta encontrar una sucesión pmkqk P AP con
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progresiones arbitrariamente largas de la forma tq, 2q, . . . ,mqu tal que Smkpxq Ñ 0 para todo

x P c00.

Como enk Ñ 0 tenemos que enk´j “ Bjpenkq Ñ 0 para todo j. Luego, por el Lema 5.1.9,

existe una sucesión pmkqk P AP con la propiedad requerida tal que emk`j “ Smkpejq Ñ 0 para

todo j.

iv)ñi) se sigue de la Proposición 5.1.7.

Aplicando un argumento de cuasiconjugación obtenemos un resultado análogo para operadores

coshift pesados.

Corolario 5.1.11. Sea X un espacio de Fréchet pesado con base de Schauder tenu y supongamos

que Bωpen`1q “ ωnen es un operador coshift pesado bien definido y continuo. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes.

i) Bω es AP-hiperćıclico;

ii) Bω es múltiplemente recurrente;

iii)
śnk
l“1 ω

´1
l enk Ñ 0 para alguna sucesión con la siguiente propiedad pnkqk P AP: dados

p,m P N existe q P N tal que la progresión aritmética de longitud m, paso q y término

inicial p` q está contenida en pnkqk;

iv) Bω satisface el criterio de AP-hiperciclicidad.

Como un operador coshift en un espacio de Fréchet es mixing si y sólo si en Ñ 0 y todo

operador coshift hiperćıclico es weakly mixing tenemos que todo operador coshift que es mixing

es también AP-hiperćıclico y que todo operador coshift que es AP-hiperćıclico es weakly mixing.

5.1.2. Existencia de operadores AP-hiperćıclicos

Ansari y Bernal [2, 18] probaron independientemente que todo espacio de Banach separable

y de dimensión infinita admite un operador hiperćıclico. Más tarde, Bonet y Peris generalizaron

el resultado a espacios de Fréchet [31]. Seguiremos la misma estrategia para probar que todo

espacio de Fréchet admite un operador AP-hiperćıclico. Probaremos primero que todo operador

T “ I ` B es AP-hiperćıclico en `1pvq y luego aplicaremos un argumento de cuasiconjugación.

Esto responde en particular una pregunta de Costakis-Parissis [44, Question 7.1]. Notemos que

a pesar de ser mixing, [53], T “ I `B no satisface necesariamente el criterio fuerte de Kitai [87]

y luego no podemos aplicar el Corolario5.1.8.

Teorema 5.1.12. Sea X “ `1pvq y T “ I `B. Entonces T es AP-hiperćıclico.

El eslabón clave para probar que T es mixing es el siguiente Lema [84, Lemma 3.2].

Lema 5.1.13 (Salas). Sean k P N y Cn P Ckˆk, pCnqi,j “
`

n
k`j´i

˘

. Para 1 ď i ď k, sea bipnq

un polinomio en n de grado a lo sumo k ´ i. Entonces existe n0 tal que para todo n ě n0 existe

xipnq tal que Cnpx1pnq, . . . , xkpnqq
t “ pb1pnq, . . . , bkpnqq

t y |xipnq| ď
P
ni

, donde P es una constante

independiente de n.
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En los próximos lemas usaremos la siguiente notación. Sean k,m fijos y 1 ď i ď km. Definimos

1 ď pi ď m como el único número natural tal que ppi ´ 1qk ď i ď pik. Luego, si pensamos

t1, . . . ,mku como la unión de m bloques de longitud k, entonces pi indica el ı́ndice del bloque al

cual i pertenece.

Lema 5.1.14. Sean k,m P N. Sea C P Kmkˆmk definida como Ci,j “
1

ppik`j´iq!
ppik`j´ii ,

C “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1
k!

1
pk`1q! ¨ ¨ ¨ 1

ppm`1qk´1q!
1

pk´1q! ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 1
ppm`1qk´2q!

...
. . .

. . .
...

1
1!

1
2! ¨ ¨ ¨ 1

pmkq!
2k

k!
2k`1

k`1! ¨ ¨ ¨ 2pm`1qk´1

ppm`1qk´1q!
...

. . .
. . .

...
2
1!

22

2! ¨ ¨ ¨ 2mk

pmkq!
...

...
...

...
m
1!

m2

2! ¨ ¨ ¨ mmk

pmkq!

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

Entonces C es inversible.

Demostración. Sea V el subespacio mk-dimensional de Krxs con base tx
k

k! , . . . ,
xpm`1qk´1

pm`1qk´1u. Con-

sideramos T : V Ñ Kkm definido como

T pP q “
´

P p1q, P 1p1q, . . . , P pk´1qp1q, P p2q, . . . , P pk´1qp2q, . . . , P pmq, . . . , P pk´1qpmq
¯

que es claramente un isomorfismo. La prueba finaliza observando que la matriz asociada a T es

precisamente C.

El siguiente resultado es una generalización del Lema de Salas. Cuando m “ 1 obtenemos el

Lema 5.1.13.

Lema 5.1.15. Sean m, k P N y consideremos Cn P Cmkˆmk la matriz definida como

pCnqi,j “

ˆ

pi ¨ n

pi ¨ k ` j ´ i

˙

,

donde ppi ´ 1qk ă i ď pik. Luego,

Cn “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

`

n
k

˘ `

n
k`1

˘

¨ ¨ ¨
`

n
mk`k´1

˘

...
. . .

. . .
...

`

n
1

˘ `

n
2

˘

¨ ¨ ¨
`

n
mk

˘

`

2n
k

˘ `

2n
k`1

˘

¨ ¨ ¨
`

2n
mk`k´1

˘

...
. . .

. . .
...

`

2n
1

˘

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
`

2n
mk

˘

...
. . .

. . .
...

`

mn
1

˘

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
`

mn
mk

˘

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.
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Para 1 ď i ď mk, sea bipnq un polinomio en n de grado a lo sumo pik ´ i.

Entonces para n grande existe xipnq tal que Cnpx1pnq, . . . , xmkpnqq
t “ pb1pnq, . . . , bmkpnqq

t y

|xipnq| ď
M
ni

, donde M es una constante independiente de n.

Demostración. Afirmamos que detpCnq es un polinomio en n de grado mpm` 1qk2{2.En efecto,

detpCnq “
ÿ

σ

p´1qσ
mk
ź

l“1

ˆ

pl ¨ n

pl ¨ k ` σplq ´ l

˙

.

Cada sumando es un polinomio en n de grado
ř

l pl ¨ k ` σplq ´ l “
řm
l“1 lk

2 “ mpm ` 1qk2{2.

El coeficiente principal de cada sumando es p´1qσ
śmk
l“1

p
pl¨k`σplq´l

l
pl¨k`σplq´l!

. Luego el coeficiente principal

de detpCnq es
ř

σp´1qσ
śmk
l“1

p
pl¨k`σplq´l

l
pl¨k`σplq´l!

que es el determinante de la matriz definida en el lema

anterior, y luego distinto de cero.

Sea Cjn la matriz que se obtiene después de reemplazar la j-ésima columna de Cn por

pb1pnq, . . . , bmkpnqq
t. Luego,

detpCjnq “
ÿ

σ

p´1qσbσ´1pjqpnq
ź

l‰σ´1pjq

ˆ

pl ¨ n

pl ¨ k ` σplq ´ l

˙

.

Notamos que cada sumando es un polinomio en n de grado a lo sumo mpm` 1qk2{2´ j. En

efecto,

deg

¨

˝bσ´1pjqpnq
ź

l‰σ´1pjq

ˆ

pl ¨ n

pl ¨ k ` σplq ´ l

˙

˛

‚“ mpm` 1qk2{2´ ppσ´1pjq ¨ k ` j ´ σ
´1pjqq ` degpbσ´1pjqpnqq

ď mpm` 1qk2{2´ j.

Aplicando la regla de Cramer tenemos que xj “
detpCjnq
detpCnq

y obtenemos el resultado deseado.

Prueba del Teorema 5.1.12. Por la Proposición 5.1.1 es suficiente mostrar que para todo abierto

U y todo m ą 0 existe n y x P U tal que T lnpxq P U para todo l ď m.

Sea U un conjunto abierto, m ą 0 y x P U con supppxq Ď r1, ks. Vamos a encontrar n ě k y

z, supppzq Ď rk ` 1, pm` 1qks tal que T lnpx` zq P U para todo 1 ď l ď m.

Sea l fijo. Notemos que rT lnpx`zqsi “
řln
j“0

`

ln
j

˘

rBjpx`zqsi “
řk´i
j“0

`

ln
j

˘

xi`j`
řpm`1qk´i
j“k´i`1

`

ln
j

˘

zi`j .

Luego el sistema de ecuaciones rT lnpx`zqsi “ xi, 1 ď i ď k y supppzq Ď rk`1, pm`1qks es equi-

valente a resolver Dl ¨ B
kz “ blipnq, donde pDlqi,j “

`

ln
k`j´i

˘

“
`

ln
lk`j´pi`pl´1qkq

˘

, para 1 ď i ď k,

1 ď j ď mk y blipnq “ xi ´
řk
j“i

`

ln
j´i

˘

xj es un polinomio de grado a lo sumo k ´ i en n.

Aplicando el lema de arriba a la matriz C “ rDt
1, . . . , D

t
ms

t, obtenemos para todo n ě n0 una

solución común z para el sistema de ecuaciones rT lnpx` zqsi “ xi, para 1 ď i ď k, 1 ď l ď m y

supppzq Ď rk ` 1, pm` 1qks tal que |zi| ď
M
ni´k

, para k ` 1 ď i ď pm` 1qk.

Cuando calculamos rT lnpx` zq ´ xsi para i ě k ` 1 obtenemos que

|rT lnpx` zq ´ xsi| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ln
ÿ

j“0

ˆ

ln

j

˙

zi`j

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

pm`1qk´i
ÿ

j“0

ˆ

ln

j

˙

M

ni`j´k
ď

pm`1qk´i
ÿ

j“0

plnqj

j!

M

ni`j´k
ď
Mel

ni´k
.

Concluimos que para n grande, T lnpx` zq P U para todo 1 ď l ď m.
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Es sabido que todo espacio separable de Fréchet existe un operador S que es cuasiconjugado

a T “ I `Bω en `1 [31]. En consecuencia obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.1.16. Sea X un espacio de Fréchet separable y de dimensión infinita. Existe enton-

ces un operador AP-hiperćıclico actuando en X.

5.1.3. Un operador AP-hiperćıclico que no es weakly mixing

En 2006 De la Rosa y Read resolvieron uno de los problemas más importantes en la teoŕıa de

los sistemas dinámicos lineales: construyeron un operador hiperćıclico que no es weakly mixing o

equivalentemente que no satisface el criterio de hiperciclicidad [45]. El criterio de hiperciclicidad

tiene muchas reformulaciones equivalentes y usualmente es implicado por una condición regular.

Por ejemplo, los operadores caóticos y reiterativamente hiperćıclicos son weakly mixing. Seŕıa

entonces razonable esperar que AP-hiperciclicidad implique weakly mixing.

Por otro lado Bayart y Matheron construyeron ejemplos de operadores hiperćıclicos no weakly

mixing en espacios de Banach clásicos, como por ejemplo `p, c0, HpCq [12]. También estudiaron

clases de operadores no weakly mixing pero teniendo un nivel alto nivel de órbitas frecuentes en

[14], y probaron que si pmkqk satisface que ĺımk
mk
k “ `8 entonces existe un operador hiperćıclico

que no es weakly mixing en `1 pero que satisface que para todo conjunto abierto U , el conjunto

de recurrencia NT px, Uq es Oppmkqkq. Notar que este resultado es ajustado ya que si pmkqk fuese

acotada entonces tal T seŕıa frecuentemente hiperćıclico y luego weakly mixing.

Veremos a continuación que este resultado junto a las cotas superiores cuantitativas conocidas

para el Teorema de Szemerédi implican que hay operadores AP-hiperćıclicos que no son weakly

mixing.

Teorema 5.1.17. Existe un operador AP-hiperćıclico en `1 que no es weakly mixing.

Demostración. Sea fptq :“ t
?

2
´
?

log log log t
, donde log es el logaritmo en base 2, y ml “ rf

´1plqs,

para l P N. Entonces como l „ ml

?
2
´
?

log log logml ,

ml

l
„

ml
ml

?
2
?

log log logml

Ñ8, as lÑ8.

Entonces por [14], existen T P Lp`1q y x P `1 tal que T no es weakly mixing y NT px, Uq es

Oppmlqlq para todo abierto U .

Probemos que tal operador T tiene que ser AP-hiperćıclico. Sea rkpnq el máximo de todos los

r tal que existe A Ă t1 . . . , nu con |A| “ r y A no tiene un progresión aritmética de longitud k.

Es sabido [51] que rkpnq ă
n

plog lognq2´2k`9 ´ 1. Tomemos kpnq “ rlog log
?

log log log n ´ 9s.

Entonces

rkpnqpnq ` 1 ă
n

plog lognq2´ log
?
log log logn

“
n

plog lognq
1?

log log logn

“
n

2
?

log log logn
.

Luego, como l ą rkpmlqpmlq, tiene que haber una progresión aritmética de longitud kpmlq conte-

nida en tm1,m2, . . . ,mlu. Más aún si pnlql “ Oppmlqlq existe una constante C ą 0 con nl ď Cml.
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Entonces como l „ ml

2
?

log log log
?
ml

,

rkpnlqpnlq

l
ď
rkpCmlqpCmlq

l
ď

Cml

2
?

log log logCml

C̃ml
?

2
?

log log logml

ă 1,

para l suficientemente grande. Luego tn1, n2, . . . , nlu contiene una progresión aritmética de lon-

gitud kpnlq para l suficientemente grande. En consecuencia, T es AP-hiperćıclico.

Podemos también probar la existencia de operadores AP-hiperćıclicos que no son weakly

mixing emulando los argumentos utilizados por Bayart y Matheron. Recordemos brevemente su

construcción.

Un vector hiperćıclico induce naturalmente un producto en spanpOrbT pxqq “ KrT sx, P pT qpxq¨

QpT qpxq “ P ¨QpT qpxq.

Criterio 5.1.18. Supongamos que x es un vector hiperćıclico y que existe un funcional φ tal que

φpy ¨ zq es continuo restringido a KrT spxq ˆKrT spxq. Entonces el operador no es weakly mixing.

Una manera de producir un operador hiperćıclico que no es weakly mixing es construir un

operador hiperćıclico y un funcional φ tal que φpy ¨ zq es continuo.

Una de las dificultadas que surgen a la hora de verificar el criterio es que usualmente no sabe-

mos que conjunto es spanpOrbT pxqq. Esto lo podemos esquivar imponiendo que spanpOrbT pxqq “

c00.

El operador de Bayart y Matheron’s es una perturbación triangular superior de un operador

shift pesado en `1. Para una sucesión espaciada bn, una sucesión panq que tiende a cero, pesos wn

y una sucesión densa de polinomios pPnq a ser definidos, consideraron el operador T peiq “ wiei`1

si bk´1 ď i ă bk ´ 1 y T bkpe1q “ PkpT qpe1q `
ebk
ak

.

Como T es un operador triangular superior, se sigue que e1 es un vector ćıclico para T y luego

tP pT qpe1q : P es un polinomio u es denso en `1. Luego si 1
an
Ñ 0 y pPnq es una familia densa de

polinomios, se sigue que e1 es hipercíıclico para tT bnu. Notemos además que spanpOrbT pe1qq “

c00.

Los autores eligieron an “ n` 1, bn “ 3n y wn “ 4p1´ 1
2
?
n
q. La espaciocidad de la sucesión

bn les permitió probar que, si los polinomios Pn son adecuadamente elegidos, entonces T y φ son

continuos.

Por supuesto, diferentes elecciones en los parámetros inducen diferentes operadores no weakly

mixing.

Sea bn,k “ bn`kcn, donde 0 ď k ď n y bn y cn serán especifados luego. Por ahora requerimos

que cn Õ8 y que

2bn,n “ 2pbn ` n ¨ cnq ă bn`1 “ bn`1,0. (5.2)

Luego, bn,k ă bm,l si pn, kq ă pm, lq y pbn,kqk determina una progresión aritmética de longitud

n ` 1 y paso cn. Intuitivamente un operador no weakly mixing sucede si Npe1, Uq es espaciado.
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Cuando construyamos el funcional φ ( y luego un operador no weakly mixing), vamos a requerir

que cn Õ8 rápidamente.

Algunas veces vamos a abusar de la notación y bn,n`1 querrá decir bn`1,0 y bn,´1 querrá decir

bn´1,n´1.

Como queremos que e1 sea un vector AP- hiperćıclico es natural imponer T bn,kpe1q “ Pn,kpT qpe1q`
ebn,k
an,k

“ PnpT qpe1q `
ebn,k
an

para 0 ď k ď n. Vamos a elegir también, wn “ 4p1´ 1
2
?
n
q, y an “

1
n .

Paso uno. Vamos a buscar condiciones en bn y Pn para asegurar que T es continuo. La

siguiente notación es útil. Diremos que una sucesión de polinomios pPnqn está controlada por una

sucesión de números naturales un si tanto degpPnq como }P }1 son menores que un.

Teorema 5.1.19. Sea bn,k definida como en (5.2). Entonces existe una sucesión un Ñ8 tal que

si pPnqn está controlada por un, entonces T es continuo.

La gran ventaja de trabajar en `1 es que es mucho más fácil verificar que un operador es

continuo. Por una aplicación trivial de Hölder es suficiente mostrar que el conjunto t}T peiq}u es

acotado. Ya sabemos que }T peiq} ď |wi| ď 4 para i P rbn,k, bn,k`1 ´ 1q. Luego, resta mostrar que

T pebn,k´1q es acotado. Cuando k ě 1, vamos a explotar el hecho de que T bn,kpe1q „ T bn,k´1pe1q „

PnpT qpe1q. Por otro lado cuando calculemos la norma de }T pebn,´1q}, vamos a explotar la espa-

ciocidad de entre bn´1,n´1 y bn,0.

Se sigue de un cálculo elemental que T pebn,kq “ εn,kebn,k ` fn,k, donde

εn,k “
an,k´1

an,kwbn,k´1`1 . . . wbn,k´1
y (5.3)

fn,k “
an,k´1

wbn,k´1`1 . . . wbn,k´1

´

Pn,kpT qe1 ´ T
bn,k´bn,k´1Pn,k´1pT qe1

¯

.

Luego, si k ě 1 tenemos que bn,k´ bn,k´1 “ cn, Pn,k “ Pn,k´1 “ Pn, an,k “ an “
1
n y entonces

εn,k “
1

wbn,k´1`1 . . . wbn,k´1
y

fn,k “
n

wbn,k´1`1 . . . wbn,k´1
pPnpT qe1 ´ T

cnPnpT qe1q “
n

wbn,k´1`1 . . . wbn,k´1
PnpT qpI ´ T

cnqe1.

Claramente cada }εn,k} ď 1.

La prueba del siguiente Lema es idéntica a la prueba del Lema [13, Lemma 4.20].

Lema 5.1.20. Supongamos que para todo pn1, k1q ă pn, kq, }fn1,k1} ď 1. Entonces existe una

constante absoluta C ą 0 tal que:

i) Si k ě 1,

}fn,k} ď n4dn}Pn}1e
´C

?
cn .

ii) Si k “ 0,

}fn,0}1 ď n4máxtdn,dn´1u`1

ˆ

}Pn}1
2bn´1

` }Pn´1}1e
´C
?
bn´1,n´1

˙

.
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Demostración. Probamos únicamente ii), siendo i) más simple y similar a ii). Sea Ej “ spante1, . . . eju.

Como 2 ă ωpiq tenemos que }T pxq}1 ď ωpj ` 1q}x}1 para todo x P Ej y luego

}Tmpe1q}1 ď

m
ź

i“1

ωi

para todo 1 ď m ď bn,0. Usando la expresión (5.3) obtenemos que

}fn,0} ď
n
´

|Pn|1
śdn
i“1 ωpiq ` |Pn´1|

śbn,0´bn,´1`dn´1

i“1 ωpiq
¯

ωbn,´1`1 . . . ωbn,0´1

y como 2 ď ωpiq ď 4 deducimos que

}fn,0} ď
n4dn |Pn|1
2bn,0´bn,´1

` n|Pn´1|4
dn´1

bn,0´bn,´1´1
ź

i“1

ωpiq

ωpi` bn,´1q
.

Para simplificar notación notemos x “ bn,0 ´ bn,1 ´ 1. Usando que log 1´u
1´v ď v ´ u siempre que

0 ď v ď u ď 1 y el Teorema de valor medio obtenemos

x
ź

i“1

ωpiq

ωpi` bn,´1q
ď exp

˜

x
ÿ

i“1

1

2
a

i` bn,´1
´

1

2
?
i

¸

ď exp

˜

´1

4

x
ÿ

i“1

x

px` iq
3
2

¸

ď exp

˜

´1

8

x
ÿ

i“1

1
?
x` i

¸

“ exp

˜

´1

8

2x
ÿ

i“x`1

1
?
i

¸

ď e´C
?
x.

Utilizando ahora la condición (5.2) tenemos que x “ bn,0 ´ bn,´1 ´ 1 ě bn,´1 y luego se sigue ii).

i) Es análogo a ii) notando que en este caso dn “ dn´1, Pn “ Pn´1 y x “ cn.

Prueba del Teorema 5.1.19. Como cn Ñ8 existe un Ñ8 tal que n4unune
´C

?
cn ď 1 y n4máxtdn,dn´1u un

2bn,´1
`

une
´C

?
bn,´1 ď 1. Luego, si Pn está controlada por un el operador es continuo.

Paso dos. Vamos a buscar condiciones en bn y Pn tal que exista un funcional φ : c00ˆc00 Ñ C
para el cual φpx ¨ yq “ φpP ¨QpT qe1q es continuo.

El siguiente Criterio fue probado en [13, Lemma 4.22].

Criterio 5.1.21. Supongamos que
ř

p,q |φpep ¨ eqq| ă 8. Entoncse φpx ¨ yq es continuo.

Podemos escribir p “ bn,k ` u y q “ bm,l ` v, donde bn,k ` u ă bn,k`1 y bm,l ` v ă bm,l`1. En

este caso obtenemos por la definición de T que

ep “
an,k

wbn,k´1`1 . . . wbn,k´1`u
pT bn,k ´ PnpT qqT

upe1q

eq “
am,l

wbm,l´1`1 . . . wbm,l´1`v
pT bm,l ´ PmpT qqT

vpe1q.

Luego |φpep ¨ eqq| ď
n¨m
2u`v

φpypn,k,uqpm,l,vqq, donde

ypn,k,uqpm,l,vq “ pT
bn,k ´ PnpT qqpT

bm,l ´ PmpT qqT
u`vpe1q.
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Caṕıtulo 5. Operadores AP-hiperćıclicos

Definimos φpe0q “ 1, y para i ě 1 :

φpT ipe0qq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

φpPnpT qT
jpe0qq si i “ bn ` kcn ` j con j P r0, cnq y 0 ď k ď n,

φpPnpT qPnpT qT
jpe0qq si i “ 2bn ` kcn ` j con j P r0, cnq y 0 ď k ď 2n,

0 else.

Imponemos para cada n que

pIq bn ą pn` 1qcn,

pIIq bn ą 2bn´1 ` p2n´ 1qcn´1,

pIIIq cn ą 2pbn´1 ` pn´ 1qcn´1q.

Por pIq y pIIq vale que φ está bien definido. La condición pIIIq la necesitamos para el siguiente

lema.

Lema 5.1.22. Supongamos que degpPnq ď
cn
2 para todo n y que n ě m. Entonces

i) φpypn,k,uqpm,l,vqq “ 0 para todo u, v tal que u` v ă cn
2 .

ii) |φpypn,k,uqpm,l,vqq| ďMnpPq :“ máx1ďjďnp1` }Pj}1q
2 ¨

ś

0ďjăn`2 máxt1, }Pj}
2
1u.

Prueba de i).

φpypn,k,uqpm,l,vqq “φpT
bn`kcn`bm`lcm`u`ve0q ´ φpT

bn`kcnPmpT qT
u`ve0q ´ φpT

bm`lcmPnpT qT
u`ve0q

` φpPnpT qPmpT qT
u`ve0q “ A`B ` C `D.

Supongamos primero que n “ m. Entonces, como degpPnq ` u` v ă cn

B “ ´φpT bn`kcnPnpT qT
u`ve0q “ ´φpPnpT qPnpT qT

u`vpe0qq “ C.

Por otro lado, como u` v ă cn
2 y k ` l ď 2n,

A “ φpT 2bn`pk`lqcn`u`ve0q “ φpPnpT qPnpT qT
u`vpe0qq “ D “ ´B “ ´C.

Luego φpypn,k,uqpn,l,vqq “ 0.

Para n ą m tenemos por pIIIq que bm ` lcm ` u` v ă cn. Luego,

A “ φpT bn`kcn`pbm`lcm`u`vqe0q “ φpPnpT qT
bm`lcm`u`vpe0qq “ ´C.

Por otro lado, como degpPmq ` u` v ă cn,

B “ φpT bn`kcnPmpT qT
u`ve0q “ φpPnpT qPmpT qT

u`vpe0qq “ ´D.

Conluimos que, φpypn,k,uqpm,l,vqq “ 0.

106
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Prueba de ii). Probamos antes el siguiente hecho: sea Kn :“
ś

0ďjăn máxt1, }Pj}
2
1u, entonces

máx
0ďiăbn

|φpT ipe0qq| ď Kn para todo n.

El caso n “ 1 es trivial. Supongamos que la afirmación es verdadera para n ě 1 y probémoslo

para n ` 1. Notemos que necesitamos acotar |φpT ie0q| para bn ď i ă bn`1 satisfaciendo i “

bn` kcn` j con j ă cn y 0 ď k ď n, o i “ 2bn` kcn` j con j ă cn y 0 ď k ď 2n, ya que en caso

contrario φpT ie0q “ 0.

Si i “ bn ` kcn ` j con j ă cn y 0 ď k ď n, entonces

|φpT ie0q| “ |φpPnpT qT
je0q|

ď }Pn}1 ¨máxt|φpT le0q| : l ă cn ` degpPnqu

ď }Pn}1Kn ď Kn`1,

porque cn ` degpPnq ă bn by pIq.

Similarmente, si i “ 2bn ` kcn ` j con j ă cn y 0 ď k ď 2n,

|φpT ie0q| “ φpPnpT qPnpT qT
jpe0qq

ď }P 2
n}1 ¨ máx

lď2degpPnq`cn
|φpT lpe1q|

ď }Pn}
2
1Kn ď Kn`1.

Como ypn,k,uq,pm,l,vq “ RpT qpe0q, con degpRq ă bn,k`bm,l`u`v ă 2bn`1 ă bn`2 y }R}1 ď p1`

}Pn}1q ¨ p1` }Pm}1q, obtenemos que |φpRpT qe0q| ď }R}1 ¨máx1ďjďdegpRq |φpT
je0q| ďMnpPq.

Teorema 5.1.23. Sea bn,k que cumple las condiciones I), II) y III). Entonces existe una sucesión

de control vn Ñ8 tal que si Pn está controlada por vn entonces φpx ¨ yq es continuo.

Demostración. Como
ř

m

ř

něm n
4
ř

iěn
2

i`1
2i
ă 8 existe una sucesión An Õ8 tal que

ÿ

m

ÿ

něm

n4 ¨An
ÿ

iěn
2

i` 1

2i
ă 8.

Sea vn Ñ 8 una sucesión de control que garantice que MnpPq ď An y tal que vn ă
cn
2 . Por

el Criterio 5.1.21, es suficiente mostrar que

ÿ

n,k,m,l,u,v

ˇ

ˇ

ˇ

n ¨m

2u`v
φpypn,k,uqpm,l,vqq

ˇ

ˇ

ˇ
ă 8.

Notemos que por el Lema 5.1.22 que

ÿ

n,k,m,l,u,v

n ¨m

2u`v
|φpypn,k,uqpm,l,vqq| ď 2

ÿ

m

ÿ

něm

ÿ

kďn

ÿ

lďm

n ¨m ¨Mn

ÿ

u`věn
2

1

2u`v

ď 2
ÿ

m

ÿ

něm

n4Mn

ÿ

iěn
2

i` 1

2i
ă 8.
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Paso final: 5.1.17. Sea bn,k que cumple las hipótesis de los Teoremas 5.1.19 y 5.1.23. Aplicando

los Teoremas 5.1.19 y 5.1.23 hay un operador continuo T tal que φpx ¨ yq es continuo. Por las

observaciones anteriores al primer paso el operador es AP-hiperćıclico y por el Criterio 5.1.18 no

es weakly mixing.
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Caṕıtulo 6

Operadores AP˚-hiperćıclicos

La relación entre los operadores caóticos y frecuentemente hiperćıclicos no está del todo

comprendida. Inluso en espacios de Hilbert existen operadores caóticos que no son frecuentemente

hiperćıclicos y viceversa, existen operadores frecuentemente hiperćıclicos que no son caóticos.

Para entender mejor esta relación es deseable obtener una caracterización de caos en términos

del comportamiento de una órbita.

Pregunta 6.0.1. ¿Es posible caracterizar a los operadores caóticos en términos del comporta-

miento de una única órbita?

En este contexto la siguiente pregunta fue formulada por Bonilla y Grosse-Erdmann. [33].

Pregunta 6.0.2. ¿Existe una familia de Furstenberg F tal que F-hiperciclicidad sea equivalente

a caos?

Como vimos en el caṕıtulo anterior, los operadores caóticos son AP-hiperćıclicos. Sin embargo,

el concepto de AP-hiperciclicidad está muy lejos de implicar caos. En efecto, existen operadores

AP-hiperćıclicos que no son weakly mixing y todo espacio de Banach separable y de dimensión

infinita admite un operador AP-hiperćıclico, hechos que son falsos para operadores caóticos.

Si miramos los tiempos de visita NT pUq de un operador caótico vemos que tienen progre-

siones aritméticas arbitrariamente grandes, teniendo además estas progresiones una estructura

algebraica grande ya que se pueden considerar todas del mismo paso.

Dado un conjunto A de números naturales diremos que A tiene progresiones aritméticas

arbitrariamente grandes con paso fijo (o A P AP˚) si existe un número fijo k tal que para toda

longitud m, A tiene una progresión aritmética de paso k y longitud m.

No hay, hasta donde sabemos, una investigación sistemática sobre conjuntos con progresiones

aritméticas arbitrariamente largas de paso fijo. Siendo probablemente la razón que AP˚ no cumple

la propiedad de Ramsey: existen conjuntos A1, . . . AN disjuntos dos a dos que no pertenecen a

AP˚ cuya unión pertenece a AP˚. Sin embargo, como veremos, estos conjuntos juegan un rol

primordial en la teoŕıa de caos lineal.

Responderemos la Pregunta 6.0.2 para operadores débil˚-débil˚ continuos: tal operador es

caótico si y sólo si es AP˚-hiperćıclico (Teorema 6.1.1). Para operadores arbitrarios la familia
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AP˚ todav́ıa puede ser usado para caracterizar caos en términos del comportamiento de una

órbita: T es caótico si y sólo si existe x P X tal que para todo abierto U , el conjunto de tiempos

de visita Npx, Uq contiene una sucesión pnkqk P AP˚ para la cual el conjunto tTnkpxqu es débil

precompacto. Como corolario obtenemos un teorema de Transitividad para operadores caóticos

(Teorema 6.1.12).

El caṕıtulo está organizado como sigue. En la Sección 6.1 estudiamos a los operadores AP˚-
hiperćıclicos, operadores con conjuntos periódicos densos y su conexión con caos. Probamos

que estos conceptos son equivalentes para operadores débil˚-débil˚ continuos (Teoremas 6.1.1

y 6.1.10). En la Sección 6.2 probaremos que los operadores AP-hiperćıclicos tienen espectro

perfecto (Corolario 6.2.3). En la Sección 6.3 estudiamos a los operadores coshift. Probamos la

existencia de un operador coshift en c0 que es AP˚-hiperćıclico y no caótico. Por otro lado proba-

mos que todo operador coshift actuando sobre una base incondicional tiene conjuntos periódicos

densos si y sólo si son caóticos (Teorema 6.3.1).

El contenido de este caṕıtulo está basado en el trabajo [36].

6.1. Operadores AP˚-hiperćıclicos y operadores caóticos

En esta sección estudiaremos a los operadores AP˚-hiperćıclicos y su relación con los ope-

radores caóticos. El resultado principal del caṕıtulo establece que para operadores débil˚-débil˚

continuos un operador es caótico si y sólo si es AP˚-hiperćıclico. Por otro lado, mostraremos en

el Teorema 6.3.3 que existen operadores AP˚-hiperćıclicos que no son caóticos.

Teorema 6.1.1. Sea X un espacio de Banach que es un dual T : X Ñ X un operador débil˚-

débil˚ continuo. Entonces T es caótico si y sólo si existe x P X tal que para todo conjunto abierto

U existe k tal que el conjunto de tiempos de visita NT px, Uq contiene progresiones aritméticas

arbitrariamente grandes de un mismo paso k.

Notar que la equivalencia de arriba vale para operadores arbitrarios en espacios reflexivos. El

Teorema 6.1.1 es una consecuencia directa del Teorema 6.1.10. Recordemos que un conjunto A

de números naturales pertenece a AP˚ si existe k P N tal que A admite progresiones aritméticas

arbitrariamente grandes de un mismo paso k, y que AP˚ es una familia de Furstenberg upper.

La siguiente proposición es análoga a la Proposición 5.1.1.

Proposición 6.1.2. Sea T un espacio de Fréchet. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1) T es hiperćıclico y todo vector hiperćıclico es AP˚-hiperćıclico.

2) Existe un vector AP˚-hiperćıclico.

3) Para todo abierto V existe k tal que para todo abierto U y para todo m existen km y x P U

con T km`jkpxq P V para todo 0 ď j ď m.

4) T es hiperćıclico y para todo conjunto abierto U existe k tal que para todo m ,
Şm
j“1 T

´jkpUq ‰

H.
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5) El conjunto de vectores AP˚-hiperćıclicos es residual.

En [75] fue probado que los operadores caóticos son reiterativamente hiperćıclicos. La misma

prueba muestra el siguiente resultado.

Proposición 6.1.3. Sea T un operador caótico. Entonces T es AP˚-hiperćıclico.

Por otro lado, hay subconjuntos de los números naturales (por ejemplo los números libres de

cuadrados) que tienen densidad inferior positiva pero no pertenecen a AP˚. Entonces no podemos

concluir que los operadores frecuentemente hiperćıclicos sean AP˚-hiperćıclicos. También hay ope-

radores caóticos que no son upper-frequentemente hiperćıclicos [75]. Existen entonces operadores

AP˚-hiperćıclicos que no son upper-frequentemente hiperćıclicos. Más aún, como existen opera-

dores frecuentemente hiperćıclicos en espacios de Hilbert que no son caóticos [13, Section 6.5],

por el Teorema 6.1.1 concluimos que hiperciclicidad frecuente no implica AP˚-hiperciclicidad.

Debido a que los conjuntos AP˚ tienen densidad superior de Banach positiva y como los

operadores reiterativamente hiperćıclicos son weakly mixing [25], tenemos que los operadores

operadores AP˚-hiperćıclicos son weakly mixing.

Proposición 6.1.4. Sea T un operador AP˚-hiperćıclico. Entonces T es reiterativamente hi-

perćıclico. En particular T es weakly mixing.

Para probar el Teorema 6.1.1 necesitamos introducir el concepto de conjuntos periódicos

densos, que es una generalización natural de punto periódico. La noción fue introducida por

Huan y Ye [63] en el contexto de sistemas dinámicos no lineales sobre conjuntos compactos.

Decimos que un conjunto Y es periódico para T si existe k ą 0 tal que T kpY q Ă Y .

Definición 6.1.5. Decimos que una aplicación T tiene conjuntos periódicos densos si para todo

conjunto abierto U existe un conjunto cerrado Y Ď U .

Proposición 6.1.6. Un operador T tiene conjuntos periódicos densos si y sólo si para todo

conjunto abierto U existe k tal que
Ş8
j“1 T

´jkpUq ‰ H.

En particular si T es hiperćıclico con conjuntos periódicos densos entonces T es AP˚-hiperćıcli-

co.

Demostración. Sea un conjunto abierto U y consideremos un abierto auxiliar V Ď U tal que

V Ď V Ď U . Sea x P
Ş8
j“1 T

´jkpV q. Entonces el conjunto Y “ OrbTkpxq es un conjunto cerrado

de U que satisface T kpY q Ă Y . Rećıprocamente dado un conjunto abierto U e Y Ď U un conjunto

cerrado que es T k-invariante, todo x P Y pertence a
Ş8
j“1 T

´jkpUq.

En la Subsección 6.3 presentaremos un ejemplo de un operador AP˚-hiperćıclico que no tiene

conjuntos periódicos densos.

El siguiente lema, el cual explota tanto la linealidad del espacio como del operador, es un

ingrediente importante en la prueba del teorema principal.
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Lema 6.1.7. Sea Y un conjunto k-periódico para un operador T en un espacio de Fréchet X tal

que

i) Y es débil compacto o

ii) X es un espacio dual, Y es débil˚-compacto y T es débil˚-débil˚ continuo.

Entonces existe un vector k-periódico en copY q
τ
, donde τ denota a la topoloǵıa débil o débil˚

respectivamente.

Demostración. La prueba es una aplicación elemental del Teorema de punto fijo de Schauder-

Tychonoff para espacios topológicos localmente convexos [90].

Sea Y un conjunto k-periódico. Entonces copY q
τ

es T k-invariante. Más aún, copY q
τ

es τ -

compacto (usando el Teorema de Krein-Šmulian [67] o [85, Chapter II, 4.3]). Luego, el Teorema

de Schauder-Tychonoff nos asegura la existencia de un punto fijo de T k en copY q
τ
. Este punto es

un vector k-periódico de T .

Proposición 6.1.8. Sea T un operador hiperćıclico en un espacio de Banach separable. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes.

i) T es AP˚-hiperćıclico.

ii) Para cada abierto U Ă X hay un conjunto periódico de T ˚˚ contenido en
˝

U
w˚
Ă X˚˚.

iii) Para cada abierto no vaćıo U Ă X existe un k tal que
8
č

j“1

pT ˚˚q´jk
ˆ ˝

U
ω˚
˙

‰ H.

iv) La clausura en norma de los puntos periódicos de T ˚˚ contiene a X.

Entonces iq ñ iiq ô iiiq ô ivq.

Demostración. iq ñ iiq Sea U Ă X un conjunto abierto y V “ Brpx0q tal que V Ď U , V
ω˚
Ă

˝

U
ω˚

es un conjunto débil˚-compacto en X˚˚. Sea x P V tal que Npx, V q P AP˚. Luego, existen k P N y

una sucesión panqn, tal que T an`ikpxq P V para todo i ď n. Existe un punto ĺımite débil˚ y P V
ω˚

de la sucesión pT anpxqqn

Sea Y “ OrbpT˚˚qkpyq
ω˚

, la clausura débil˚ de la órbita de y v́ıa pT ˚˚qk. Este conjunto es cla-

ramente pT ˚˚qk invariante. Debemos probar entonces que Y Ď
˝

U
ω˚

. Para esto es suficiente probar

que para todo m, pT ˚˚qkmpyq P V
ω˚
. Fijemos m P N y notemos que como T ˚˚ es débil˚-débil˚-

continuo vale que pT ˚˚qkmpyq es un punto ĺımite débil˚ de ppT ˚˚qan`kmpxqqn “ pT an`kmpxqqn.

Como para todo n ě m tenemos que T an`kmpxq P V , concluimos que Tmkpyq P V
ω˚
.

iiq ô iiiq Se sigue como en la prueba de la Proposición 6.1.6.

iiq ô ivq Como toda bola de X˚˚ centrada en un punto de X contiene un conjunto periódico

débil˚ compacto, la afirmación ivq se sigue del Lema 6.1.7. La rećıproca es inmediata.
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Notemos que, en particular, la proposición de arriba prueba el Teorema 6.1.1 para espacios

reflexivos. Veamos ahora como empujar este argumento un poco más.

En [63, Proposición 3.2] Huang y Ye estudiaron la relación entre los sistemas dinámicos en

conjuntos compactos con conjuntos periódicos densos y conjuntos Nf px, Uq teniendo progresiones

aritméticas arbitrariamente grandes con el mismo paso (ver también [69]). El siguiente lema es

una generalización de su resultado para sistemas dinámicos en espacios de dimensión infinita.

Lema 6.1.9. Sea X un espacio de Banach separable que es un dual y T : X Ñ X una aplicación

(no necesariamente débil˚-débil˚ continua). Entonces T es AP˚-hiperćıclica si y sólo si T es

hiperćıclica con conjuntos periódicos densos.

Demostración. Una implicación es la Proposición 6.1.6. La prueba de la rećıproca es similar a la

prueba de iq ñ iiq en la Proposición 6.1.8.

Podemos probar ahora el teorema principal del caṕıtulo.

Teorema 6.1.10. Sea X un espacio de Banach que es un espacio dual y T : X Ñ X un operador

lineal débil˚-débil˚ continuo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) T es AP˚-hiperćıclico;

ii) T es hiperćıclico y tiene conjuntos periódicos densos y

iii) T es caótico.

Demostración. i)ðñ ii) es el Lema 6.1.9. iii)ùñ ii) es immediato.

Probemos ii)ùñ iii). Sea U un conjunto abierto. Debemos probar que T tiene un conjunto

periódico en U . Consideremos un abierto auxiliar V Ď U tal que V es abierto, convexo, débil˚-

precompacto y tal que V Ď U . Sea Y Ď V un conjunto k-periódico. Entonces por el Lema 6.1.7,

T tiene un punto k-periódico en copY q
ω˚

Ă U .

De una forma similar tenemos el siguiente resultado.

Corolario 6.1.11. Sea X un espacio de Fréchet y T un operador lineal continuo con conjuntos

periódicos débil compactos densos. Entonces T tiene puntos periódicos densos.

Si aplicamos la Proposición 6.1.2 obtenemos un teorema de transitividad para operadores

caóticos.

Corolario 6.1.12 (Un teorema de transitividad para operadores caóticos.). Sea X un espacio

de Banach separable que es un espacio dual y sea T : X Ñ X un operador débil˚-débil˚ continuo.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es caótico;
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2. Para todo abierto V existe k tal que para todo abierto U y todo m hay un x P U y km con

T km`jkpxq P V para todo 0 ď j ď m y

3. T es hiperćıclico y para todo abierto U existe k tal que para todo m
Şm
j“1 T

´jkpUq ‰ H.

Si el operador no es débil˚-débil˚ continuo aún podemos caracterizar caos en términos del

comportamiento de una órbita.

Proposición 6.1.13 (Una caracterización de caos en términos de una órbita). Sea X un espacio

de Fréchet. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Existe un vector hiperćıclico x tal que para todo abierto U existe una sucesión panqn Ď

NT px, Uq XAP˚, tal que pT anxqn es débil precompacto.

2. T es caótico.

Demostración. Probamos solamente (1) ùñ(2), siendo (2) ùñ(1) inmediato.

(1) ùñ(2). Por el Corolario 6.1.11, es suficiente mostrar que T tiene conjuntos periódicos débil

compactos densos. Sea U un conjunto abierto y V Ď V Ď U un abierto convexo. Existen k ą 0 y

una sucesión pknqn tal que para cada n T kn`ikx P V para todo i ď n y tal que K :“ tT kn`ikx :

i ď nu es débil precompacto. Sea y un punto de acumulación débil de tT knx : n P Nu Ă K.

Entonces y P K
ω
. Como V es convexo se sigue que y P U . Procediendo como en la prueba del

Lema 6.1.9 (pero usando queT es débil-débil continuo ) probamos que Y “ OrbTkpyq
ω

es un

conjunto periódico contenido en U . Más aún , Y es débil compacto, porque Tmkpyq P K
ω

para

todo m.

6.2. El espectro de un operador AP˚-hiperćıclico

En esta sección estudiaremos el espectro de los operadores AP˚-hiperćıclicos. Recordemos que

se ve muy fácilmente que los operadores caóticos tienen espectro perfecto. Por otro lado en [88],

Shkarin presentó un argumento muy ingenioso para probar que los operadores frecuentemente

hiperćıclicos comparten esta propiedad. Vamos a probar que los operadores AP˚-hiperćıclicos

tienen espectro perfecto.

Recordemos que un operador se dice cuasinilpotente si }Tn}
1
n Ñ 0. La prueba del siguiente le-

ma es una modificación leve de un resultado análogo para operadores frecuentemente hiperćıclicos

(ver [88] o [58, Lemma 9.38]).

Lema 6.2.1. Sea S un operador, x˚ P X˚zt0u y U “ ty : Repxy, x˚yq ą 0, RepxSpyq, x˚yq ă 0u.

Supongamos que para algún x P Uzkerpx˚q,

ĺım inf
kÑ8

|NSpx, Uq X r0, ks|

k ` 1
“ µ ą 0. (6.1)

Entonces S ´ I no es cuasinilpotente.
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Demostración. Reemplazando x˚ por x˚

Repxx,x˚yq podemos suponer que Repxx, x˚yq “ 1.

Supongamos que S ´ I es cuasinilpotente. Dado ε ą 0, existe una constante M ą 0 tal que

}pS ´ Iqk} ďMεk, para todo k. Luego tenemos para z P C, y |z| ď R que

8
ÿ

k“0

|RepxpS ´ Iqkx, x˚yq|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

zpz ´ 1q . . . pz ´ k ` 1q

k!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ďM}x}}x˚}
8
ÿ

k“0

εk
RpR` 1q . . . pR` k ´ 1q

k!

“
M}x}}x˚}

p1´ εqR

donde usamos el teorema del binomio generalizado.

Esto implica que

fpzq “
8
ÿ

k“0

RepxpS ´ Iqkx, x˚yq
zpz ´ 1q . . . pz ´ k ` 1q

k!

define una función entera de tipo exponencial 0, tal que fp0q “ xx, x˚y “ 1. Luego, aplicando la

fórmula de Jensen, la cantidad de ceros en el disco t|z| ă Ru, npRq está acotada por

logpM}x}}x˚}p1´ εq´2Rq

log 2
“ c´ 2R

logp1´ εq

log 2
.

Luego, tenemos que

npk ` 1q

k ` 1
ď

c

k ` 1
´

2pk ` 1q logp1´ εq

pk ` 1q log 2
Ñ ´

2 logp1´ εq

log 2
.

Esto contradice (6.1) ya que ε puede elegirse arbitrariamente cercano a 0, y |NSpx, UqX r0, ks| ď

npk ` 1q. En efecto, como

fpnq “
n
ÿ

k“0

RepxpS ´ Iqkx, x˚yq
npn´ 1q . . . pn´ k ` 1q

k!

“ Repx
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

pS ´ IqkIn´kx, x˚yq “ RepxSnx, x˚yq,

tenemos que n P NSpx, Uq si y sólo si fpnq ą 0 y fpn ` 1q ă 0. Finalmente, como f |R toma

valores reales, f tiene que tener al menos un cero en cada intervalo pn, n` 1q.

Teorema 6.2.2. Sea T un operador AP˚-hiperćıclico en un K-espacio de Banach. Entonces

T ´ λId no es cuasinilpotente para ningún |λ| “ 1.

Demostración. Sea λ “ e2πiθ. Supongamos primero que θ “ p
q tiene ángulo racional.

Notemos que si T ´ λI es cuasinilpotente y q P N entonces pT ˚˚qq ´ λqI “ pT qq˚˚ ´ I es un

operador cuasinilpotente en X˚˚. Más aún, no es dif́ıcil ver que (como hicimos en la Proposición

5.1.5) si T es AP˚-hiperćıclico entonces también lo es T q.

Aplicamos el lema de arriba a S “ pT qq˚˚. Let x˚ P X˚zt0u y U “ ty P X˚˚ : Repxy, x˚yq ą

0, RepxSpyq, x˚yq ă 0u. Notemos que como T q es hiperćıclico, U ‰ H y, más aún, contiene una

bola no vaćıa V de X tal que
˝

V
ω˚

Ă U . Entonces, como T q es AP˚-hiperćıclico, la Proposición
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6.1.8 implica que existen x P
˝

V
ω˚

y m P N para los cuales Sjmpxq P
˝

V
ω˚

para todo j P N. En

particular ĺım infkÑ8
|NSpx,UqXr0,ks|

k`1 ě 1
m ą 0.

Concluimos que S´ I y luego T ´λI no son cuasinilpotentes para |λ| “ 1 de ángulo racional.

Supongamos ahora que θ es un ángulo irracional. Notemos que es suficiente probar que S´ I

no es cuasinilpotente, donde S “ e´2πiθT ˚˚.

Sea U el conjunto abierto de X˚˚ definido en el Lema 6.2.1 para S. Como e´2πiθT es hi-

perćıclico, U es no vaćıo y contiene una bola abierta V de X tal que
˝

V
ω˚

Ă U .

Para un δ ą 0 chico sea Vδ :“ tx P V : dpx, V cq ą δ y }x} ă 1{δu. Como T es AP˚-
hiperćıclico, por la Proposición 6.1.8, existe un x P

˝

Vδ
ω˚

y m tal que T jmx P
˝

Vδ
ω˚

Ă U para todo

j P N.
Afirmamos que si ε ă δ2{4π, y P

˝

Vδ
ω˚

y ϕ P p ` p´ε, εq para algún p P Z, entonces e2πiϕy P
˝

V
ω˚

Ă U . En efecto, si z R
˝

V
ω˚

,

}e2πiϕy ´ z} ě }y ´ z} ´ }yp1´ e2πiϕq} ě δ ´
1

δ
ε2π ą δ{2.

Definamos ahora

A :“ tj : ´jmθ P p` p´ε, εq para algún p P Zu.

Como mθ es irracional, denspAq ą 0, y por la afirmación,

A Ă tj : Smjx P Uu.

Luego

0 ă denspAq ď m ¨ denspNSpx, Uqq.

Aplicando el Lema 6.2.1 concluimos que S ´ I no es cuasinilpotente.

Corolario 6.2.3. El espectro de un operador AP˚-hiperćıclico no tiene puntos aislados.

Demostración. Si λ es un punto aislado de un operador hiperćıclico entonces por el Teorema

de descomposición de Riesz y el hecho de que la propiedad de ser AP˚-hiperćıclico se preserva

por cuasiconjugación, podemos suponer que σpT q “ λ. Es decir, T se puede escribir de la forma

S ` λId con S cuasinilpotente. Además el hecho de que T sea hiperćıclico implica que |λ| “ 1.

Esto contradice el Teorema 6.2.2.

Corolario 6.2.4. No hay operadores AP˚-hiperćıclicos en espacios de Banach hereditariamente

indescomponibles.

6.3. Operadores coshift

En esta sección estudiaremos operadores coshift con conjuntos periódicos densos. Probamos

también la existencia de un operador en c0 que es AP˚-hiperćıclico pero no tiene conjuntos

periódicos densos y luego no es caótico.
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Para encontrar un ejemplo de un operador AP˚-hiperćıclico que no es caótico vamos a estudiar

operadores coshift sobre c0. Es sabido [54, Teorema 8] que un operador coshift definido en un

espacio de Fréchet sobre una base incondicional tenu es caótico si y sólo si

8
ÿ

n“1

en P X. (6.2)

Teorema 6.3.1. Sea tenun una base incondicional en un espacio de Fréche X y B : X Ñ X el

operador coshift sobre tenu. Entonces B es caótico si y sólo si tiene conjuntos periódicos densos.

Demostración. Por (6.2) es suficiente probar que
ř8
n“1 en es convergente.

Sea ρ una seminorma continua tal que para todo x, |x1| ď ρpxq. Como B tiene conjuntos

periódicos densos existe k P N y x tal que Bknpxq P 1
4ty : ρpyq ă 1u ` e1 para todo n ě 0.

Luego |x1| ě 1´ 1
4 y ρ

`

Bnkpxq ´ x
˘

ă 1
2 para todo n P N. Entonces tenemos que |x1 ´ x1`nk| “

|e˚1px´B
nkpxqq| ă 1

2 para todo n. Luego, x1`nk “ px1 ` δnq, donde δn es un número de módulo

menor que 1
2 . Notemos que x1`nk ‰ 0 para todo n.

Consideramos ahora la serie
ř8
n“1 e1`nk “

ř8
n“1

1
x1`δn

x1`nke1`nk, que es (incondicionalmen-

te) convergente debido a la incondicionalidad de tenu. Finalmente notemos que

8
ÿ

n“1

en “
k´1
ÿ

j“0

ÿ

ně1

e1`nk´j “

k´1
ÿ

j“0

Bjp
ÿ

ně1

1

x1 ` δn
x1`nke1`nkq,

que es convergente. Concluimos que B es caótico.

Corolario 6.3.2. Sea tenun una base incondicional en un espacio de Fréchet X y sea Bω : X Ñ

X un operador coshift pesado sobre tenu. Entonces Bω es caótico si y sólo si tiene conjuntos

periódicos densos.

Por otro lado mostraremos ahora que hay operadores coshift pesados en c0 que son AP˚-
hiperćıclicos pero no son ni upper-frecuentemente hiperćıclicos ni caóticos. En [25] los autores

exhibieron un ejemplo de un operador coshift en c0 reiterativamente hiperćıclico que no es ni

upper frecuentemente hiperćıclico ni caótico.

Un mirada en su prueba revela que de hecho el operador es AP˚-hiperćıclico.

Teorema 6.3.3. Sea S “
Ť

l,jrl10j ´ j, l10j ` js y pwnq la sucesión definida como

wn “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

2 si n P S
śn´1
l“1 w

´1
l si n P S ` 1zS

1 en caso contrario.

Entonces T :“ Bω : c0 Ñ c0 es AP˚-hiperćıclico y no es caótico.

Notemos que por el Teorema 6.3.1, esto implica que el operador es AP˚ pero no tiene conjuntos

periódicos densos.
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El argumento principal utilizado por los autores para probar que el operador es reiterati-

vamente hiperćıclico es que T satisface el criterio de F-hiperciclicidad aplicado a la familia de

conjuntos con densidad superior de Banach positiva. Recordemos el criterio aplicado a operadores

coshift pesados sobre `p o c0.

Teorema 6.3.4 (Bès, Menet, Peris, Puig). Sea F una familia de Furstenberg. Supongamos que

existen conjuntos disjuntos pAkqk Ď F tal que

i) para todo j P Ak, todo j1 P Ak1, j ‰ j1 tenemos que |j ´ j1| ě máxtk, k1u;

ii) para todo k1 ě 0 y todo k ą k1

ÿ

nPAk`k1

en
śn
v“1wv

P X y
ÿ

nPAk`k1

en
śn
v“1wv

kÑ8
ÝÝÝÑ 0;

iii) Existe pCk,lqk,l tal que para todo k1 ě 0, todo k ą k1 y todo l ě 1,

sup
jPAl

›

›

›

›

›

ÿ

nPAk´j

en`k1
śn
v“1wv`k1

›

›

›

›

›

ď Ck,l

y tal que supl Ck,l Ñ 0 cuando k Ñ8 y tal que para todo k, Ck,l Ñ 0 cuando lÑ8.

Entonces Bw es F-hiperćıclico en X “ `p o c0.

Prueba del Teorema 6.3.3. Bès et. al. [25] probraron que el operador no es upper-frecuentemente

hiperćıclico. Como los operadores coshift pesados que son caóticos son también frecuentemente

hiperćıclicos, concluimos que el operador no es caótico.

En [25], fueron construidos conjuntos pAkqk de densidad superior de Banach positiva que

cumplen las condiciones i ´ iiiq del criterio de arriba. Para probar que el operador T es AP˚-
hiperćıclico, es suficiente mostrar que los conjuntos pAkqk elegidos por los autores pertenecen a

AP˚.
Cada Ak se define como

Ť

jPφ´1pkq Fj , donde los φ´1pkq son conjuntos infinitos disjuntos de

N y los Fj son definidos como Fj`1 :“ t10j0 ` 102kl : 0 ď l ď l0u, donde l0 ą j y j0 es

suficientemente grande (se define por inducción). Luego, para cada j P φ´1pkq cada conjunto

Fj`1 es una progresión aritmética de longitud más grande que j con paso 102k. Como el conjunto

φ´1pkq es infinito, concluimos que los conjuntos Ak tienen progresiones arbitrariamente grandes

de paso 102k.

6.4. Comentarios finales y preguntas

Nos gustaŕıa terminar este caṕıtulo con algunas preguntas relacionadas con los resultados

discutidos en los cápitulos anteriores.

La prueba del Teorema 6.1.10 yace en la normabilidad del espacio. En efecto, usamos que las

bolas son débil˚ compactas con interior no vaćıo.
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Pregunta 6.4.1. ¿Es cierto el Teorema 6.1.10 para espacios de Fréchet no normables?

En el Teorema 6.3.3 mostramos la existencia de un operador AP˚-hiperćıclico que no es

caótico. Por el Teorema 6.3.1 esto implica que el operador no tiene conjuntos periódicos densos.

De hecho, no logramos encontrar un ejemplo de un operador con conjuntos periódicos densos que

no sea caótico.

Pregunta 6.4.2. ¿Es todo operador hiperćıclico con conjuntos periódicos densos necesariamente

caótico?¿ Más en general, tiene que tener dicho operador algún punto periódico?

Respondimos la Pregunta 6.0.2 para una clase grande de operadores y espacios. Sin embargo, la

pregunta general sobre la existencia de una familia F para la cual F-hiperciclicidad sea equivalente

a caos sigue abierta.

En la Sección 5.1 mostramos que existen operadores coshift que son weakly mixing y no

AP-hiperćıclicos y que todo operador coshift que es mixing es AP-hiperćıclico. Sin embargo, no

sabemos lo siguiente.

Pregunta 6.4.3. ¿Es todo operador mixing necesariamente AP-hiperćıclico?¿ O equivalente-

mente, es todo operador mixing multiplemente recurrente?

El siguiente diagrama muestra las implicaciones conocidas entre los conceptos desarrollados

en los Cáıtulos 5 y 6: un flecha sólida ı́ndica que vale la implicación. Una flecha rayada ı́ndica

que vale la implicación con una hipótesis extra (en este caso ω˚-ω˚ continuidad). Para las flechas

punteadas no conocemos su validez en general y son las Preguntas 6.4.2 y 6.4.3). Todas las demás

implicaciones se sabe que son falsas.

Frequent

hypercyclicity

Upper-frequent

hypercyclicity

Reiterative

hypercyclicity

AP˚-hypercyclicity
Dense small periodic sets

+ hypercyclicity
Chaos AP-hypercyclicity

Weakly mixing

Mixing

?
?
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